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JESUS AZAEL HERNANDEZ BRAVO ty

SANTA BARBARA- ANTIOQUIA .
La Ciudad

Asunto: DICTAMEN PERICIAL
Radicado: Cot

PATRICIA MORALES VEGA, mayor de edad, vecina y residente en Medellin, con
cédula de ciudadania 42962834 de Medellin, Fisico de profesion , Especialista en
Ciencias Forenses, Balistica, Maestria en Ciencias Fisicas v en la actualidad
estudiante de Doctorado en Fisica de la Universidad de Antioquia, de todo Jo cual
se adjuntan los respectivos titulos de idoneidad , y en especial obrando como
perito, de la manera mas respetuosa me dirijo a Ustedes y a su solicitud, con el fin
de rendir dictamen en el accidente de trénsito ocurrido el 29 de Agosto de 2017 a
las 6:30 am. en el Municipio de Santa Barbara , comuna Bellavista, Pintada —

Primavera a la altura del Km11+350, entre la motocicleta TRIUMPLT Figer 800 de
acas KSK28C v el furgdn CHEVROLET FVR de placas SZZ32¢

1
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CONTENIDO DEL DICTAMEN

Respuesta a o solicitado.
Anexos

Conclusién i,
Bibliografia utilizada.
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1. Solicitud y respuesta W

Conociendo con exactitud las posiciones finales de uno y otroweluaﬂo y ademads
los puntos de impacto de ambos mbviles, se le fomm]ara 3] agente del
conocimiento indicando técnicamente la posicién final y la d15tanc1a, entre ambos
motocicleta y motociclista. 4 1;

,=-"'

Rinda un dictamen sobre la forma y las circunstancias y condlaones er'r' ' que se
pudo haber producido la colisidn, la cual es'objeto de investigacién por parﬁa,@e las

diferentes autoridades Administrativas y ]ud1c1ales «’,é s,
o

'f! ; Pl "
f“"’ sk
%X

Tras estudiar el expediente de las autoridades de Tran51to del Municipio de Santa "5~
Barbara Antioquia, el nimero C-05679000 y las fotografias aportadas , se explica
como ocurre la colisién a partir de los siguientes eventos -

a. El primer evento se tiene cuando los dos méviles tienen contacto fisico, es
decir cuando la motocicleta TRIUMPLT Figer 800 de placas KSK28C y el
furgén CHEVROLET FVR de placas S5ZZ326 se estan moviendo en
direcciones opuestas y se encuentran en el mismo punto y en el mismo
instanie. Dicho punio estd en la curva como lo indica ¢l diagrama elaborado
por las autoridades de transito, asi, la motocicleta que circula por su carril
impacta con el camién que circula por la linea divisoria mas corta de la
curva; de esta manera la motocicleta y motociclista chocan con la parte
izquierda del furgén a nivel del tanque de la gasolina, y recorren adheridos
al camién una distancia de 1,75m * 0,1m. Después de que la motociclista
recorre los 1.75m pegado al furgon, éste, el furgdn no detiene su marcha y
sigue en su trayectoria , provocado que tanto la motocicleta como el
motociclista se desplacen en las trayectorias que dan como resultado las

2o oy em smmssmmbaen ol S A~ T A . s A oL
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Dicha distancia se calcula, graficando y triangulando segin las medidas
de las posiciones finales mostradas en el informe policial C-05679000.

b. En siguiente evento se analiza las situaciones de cada uno de los rodantes
por separado. '

En el evento del conflicto considerando el sector del impacto, posiciones
finales y las caracteristicas de las masas del cuerpo humano , furgén y la

rantamalats o avmlisa.
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El movimiento independiente del furgén CHEVROLET FVR de placas
SZZ326 el cual sigue moviéndose a 23 Km/l‘:, seglin afirma el sefior

Guevara Carlos Ancnu:fn va que es mnmfnroar{ri‘ﬁﬂ fnrrn a satelital, hagta

la posicién de reposo mostrada en la fotografia. {f J

Para la motocicleta junto con el motociclista que al momento de entrar en
contacto con el camion siguen en la trayectoria que esf:'e Ies determina, ya
que continua moviéndose mientras la motocicleta y el motocmhsta estan
adheridos al tanque del furgén en un movimiento relatwo que deja
como consecuencia la huella de arrastre de 1.75m en él #j;anque del
furgdn; por esta razén la motocicleta y el motociclista cuandq-se Separan
del furgon (peso 17.000 Kilogramos sin carga) sufren una rotac1on, y
debido a que los centros de masa de los cuerpos motocicleta (veso 210
kilogramos) y motociclista (peso de 85 a 95 kilogramos)”
independientes, por el principio de la conservacion del momentum, "cada

masa continua en una direccidén diferente. Por esta razon la motocmleta -

queda en su carril, es decir por el que circulaba antes de la colision, a una
distancia de (.80 m +0,im de la iinea amariila o separacion de carril, (ver
plano adjunto), en tanto que el motociclista se desplaza en otra direccion
como consecuencia del segundo evento cuando se separa del furgén,
por lo que queda al otro lado en el carril contrario cerca de la berma
derecha a una distancia de 4,5 #0,1m de la motocicleta. El motociclista
entra en un tercer evento al chocar con el pavimento rebotando hasta
quedar en la pocién de reposo segun se observa en el plano de
reconstruccién que se adjunta en este dictamen. El rebote se produce
como respuesta a la alta velocidad de cuerpo impactado por el furgén y
que es con la velocidad que el moiociclisia es proyeciado a la via {un
ejemplo es el de una pelota que cae al piso y luego rebota); esto se
reconoce por los residucs del casco en la via segiin se observa en la
fotografia.
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Longitud de la huella de arrastre de 1.75m Posiciones finales de Furgdn, motocicleta y

motociclista

Fotografia N® 1

Como ya se dijo con los aportes de la fotografia y del informe C-05679000 se
elaboré un diagrama wvectorial el cual se construye usando modelos que
representan los vehiculos involucrados y uniendo sus centros de masa para
la después de la colision,

02 =L L2 ———n LR S L

mostrar la trayectoria segui
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PLANO DE RECONSTRUCCIONDEL ACCIDENTE, CON DATOS TOMADOS DEL INFORME POLICIAL: N® C-05679000
CALCULO : PATRICIA MORALES VEGA, FISICA, ESPECIALISTA EN CIENCIAS FORENSES BALISTICA, | Comuna belllavista
MAGISTER EN CIENCIAS FISICAS Y ESTUDIANTE DE DOCTORADO EN FISICA Pmt;if-l fiugsaarera
DIBUJO: ING. DIANA MORALES VEGA 14/11/2017
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3. Conclusion

La motocicleta TRIUMPLT Figer 800 de placas KSK28C circula por su carril cuando
se encuentra con el furgon CHEVROLET FVR de placas 577326 en la curva como
se observa en la fotografia N°1

- el furgdn CHEVROLET FVR de placas SZZ326 viene por el carril y corta la
curva muy cerca de Ia linea que divide ios dos carriles, aunque se produce
la colisién el camidn sigue en movimiento hasta estacionarse en la berma,
como se observa en las fotografias. Se lega a esta conclusion tras reconstruir
el accidente, con el movimiento del vehiculo furgén tangente a la trayectoria
para hacer coincidir los centros de masa: desde la posicion final hasta el
punto donde el furgén toma la curva muy cerca de la linea de division de
los dos carriles.

- La motocicleta que viene por su carril se encuentra con el furgén que circula
muy cerca de la linea divisoria de las vias por 1o que impacta con la pacte
izquierda baja del furgdn en el tanque de gasolina del mismo, dejando una

_huella de 1,75m + 0,1m, lo que se observa en la fotografia; como el furgén

. sigue ?_I'I_Iii.'ovimiento cuando la moto y su conductor se arrastran contra el

tanque del furgdn, se produce la rotacién de la motocicleta y el motociclista

cundo el furgén los abandona para estacionarse mas adelante en la berma

derecha (ver fotografia). El Camion Furgén nunca se detuvo al momento

del impacto .Debido a la masa de la motocicleta esta queda en carril por el

que se desplazaba, mientras el que sale lanzado es el conductor de la

‘motocicleta en direccidn contraria debido a que su masa &5 inas pequeiia

comparada con la del furgén. Como la moto queda en su carril se puede

afirmar que circulaba por éste antes de la colisidn, lo confirma el informe de
transito y las fotografias.

En cuanio a las dislancias y posiciones {inales se muesiran en el plano de

reconstruccién que se adjunta.

Atentamente:

%ﬂa/w (/?WP

Moral'es Vegg Patricia
€C 4296293 ¢




DILIGENCIA DE RECONOCIMIENTO DE FIRMA Y CONTENIDO DE
. DOCUMENTO PRIVADO
Articulo 68 Decreto-Ley 960 de 1970 y Decreto 1069 de 2015

En la ciudad de Medellin, Departamento de Antioquia, Republica de Colombia, el quince (15) de
noviembre de dos mil diecisiete (2017), en ta Notaria Veintisiete (27) del Circulo de Medellin,
comparecic: : ' '

PATRICIA DE JESUS MORALES VEGA, identificado con fa cédula de ciudadania / NUIP #0042962834 %
declaré que la firma que aparece en el presente documento es suya y el con:tenido es cierto.

[ |

O”Irn/d‘a %7 a?

-------- Firma autégrafa --------

Conforme al Articulo 18 del Decreto-Ley 019 de 2012, el compareciente fue identificado mediante
cotejo biométrico en linea de su huella dactilar con la informacién biografica y biométrica de la base
de datos de la Registraduria Nacional del Estado Civil.

Acorde a la autorizacién del usuario, se dio tratamiento legal relacionado'con la proteccidn de sus
datos personales y las politicas de seguridad de la informacién establecidas por la Registraduria
Nacional del Estado Civil, ‘ : , ‘

Este folio se asocia al documento de DICTAMEN PERICIAL , en el que aparecen como partes LA ARRIBA
FIRMANTE y que contiene la siguiente informacién RECONOCIMIENTO‘DE FIRMA Y CONTENIDO .

LILIANA MARIA

EZ

A\, Gl RAMIR| &/
N il
3804 EncrRE~

Notaria veintisiete (27) del Circulo de Médelll’n . Encargéda

El presente documento puede ser consultado en g pdgina web www.notariasegura.com.co
Nimero Unico de Transaccidn: Idxhysyfodno
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UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

Acta Individual de Graduacion No. 11075

DEPENDENCIA FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
PROGRAMA FISICA

APROBACION DEL PROGRAMA Resol.002536 de Octubre 11/88 del ICFES

FECHA Diciembre 13, 1991
LUGAR TEATRO CAMILO TORRES

En la fecha y lugar sefalados se reunieron el doctor LUIS ENRIQUE
RUIZ GIRALDO Decano de Ia-ngsarﬂibtad de Ciencias Exactas y Natu-

,-(—% UNIV .
rales y el doctq’f:‘d'?l‘l L A. MACHADD CARTAGENA, Vicedecano, con el propésito
de conferir el gditulo de FSIGBQUIA

a  PAIRICIA EE™® VBEA

identificado coﬁ@giécifﬂafde cindadania No. 42.962.834  de MedellTn (Ant.

Secretarin {renexral

WX

e

El secretario leyé la providencia por la cual el sefor Rector autorizé la

ceremonia de graduacion y el Presidente tomé al graduando, este jura-
mento.

“JURAIS A DIOS Y PROMETEIS A LA PATRIA ACATAR Y CUMPLIR
LA CONSTITUCION Y LAS LEYES DE LA REPUBLICA, SOSTENER SU
INDEPENDENCIA Y LIBERTAD. PRACTICAR VUESTRA PROFESION DE
ACUERDO CON LAS NORMAS DE MORAL PROFESIONAL Y TRABA-
JAR POR EL PROGRESO DE LA UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA? A
lo cual contestd el graduando: SI JURO.

El Presidente agregé: SI ASI LO HICIEREIS, DIOS Y LA PATRIA 0S
LO PREMIEN, SI NO, EL Y ELLA OS LO DEMANDEN.”

Seguidamente el Sefior Presidente entregé al graduando el Diploma por
medio del cual la Universidad en nombre de la Republica, lo declara
idéneo para el ejercicio de la profesion de FISICA.

Finzlmente se leyd

la_presente acta y se suscribié por:

LUIS ENRIQUE RUIZ-GIRALDO
Presidentes. \\}{'—/ 3 Secretario” .-
T DA -

Titull‘hr%jf/: a(JHer :f(/’ ggﬁw
Pa% luego ‘ger refrendada por

TRz W%(/awﬂ/

LUIS PEREZ GUTIERREZ LUIS FERNANDO RES'(REPO ARAMBURO

Rector de la Universigigd Secretario General de la Universidad
11042

TITO A. MACHADO CARTAGENA © . °



UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

Acta Individual de Graduacién No. 27151

DEPENDENCIA: FACULTAD DE DERECHO Y CIENCIAS POLITICAS
PROGRAMA DE POSTGRADO: ESPEC. EN CIENCIAS FORENSES - BALISTICA

APROBACION DEL PROGRAMA: ACUERDO No.037 DEL 08-04-91 ICFES
FECHA: 16 DE DICIEMBRE DE 1997

LUGAR: TEATRO UNIVERSITARIO CAMILO TORRES

En atencién a que PATRICIA DE JESUS MORALES VEGA
con cédula de ciudadania No. 42.962.834 de MEDELLIN

cumplic satisfactoriamente los requisitos exigidos por las normas lega -

les y estatutarias, le expide el titulo de ESPECIALISTA EN CIENCIAS

FORENSES — RALISTICA

Para constancia se SusCI be

. /7 .
2 &4 /c, O@m/a %g/?a V& o
A LUCIA ARIAS DE QJALVO PATRICIA D S MORALES VEGA

Titular

Decano

Para luego ser refrendada por

\Ow(*ql
JATME RES%KEPD CUARTAS

Rector de la Universidad Secretario General de é. Universidad
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5 =g SEDE MEDELLIN
REGISTRO Y MATRICULA DIRECCION ACADEMICA

REGISTRO DE DIPLOMAS
LIBRO: 027 FOLIO: 085

Patricia de Jesus Morales Vega
C.C. 42962834 .

" OBTUVO EL TiTULO DE:

Magister en Ciencias-Fisica

Numero de diploma 0015415 y Acta de Grado 480 de 30 de Juniode 2006
Concedido por el Consejo de la Facultad de Ciencias
En sesion del 30 de junio de 2006 , Acta No 19

Dado en Medellin, a los 30 dias del mes de junio de 2006

Gihason CoTlouin -
GIBMA CASTANO RESTREPO

Jefa Registro y Matricula
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Ecuaciones de Euler y el Movimiento del Trompo

P. Morales, D. E. Jaramillo. J. M. Mira
Instituto de Fisica, Universidad de Antioguia, A.A. 12 26, Medellin, Colombia

En este trabajo hacemos una revisién diddctica de las ecuaciones de Euler para el cuerpo rigido
simétrico. Mosiramos que ausencia de fuerzas disipativas y en presencia del campo gravitacional
las ecuaciones de Euler se pueden escribir como una ecuacidn no lineal sobre las componentes
de la proyveccién estercoscopica de Riemman del vector principal en un plano tangente al polo

en direccién del campo gravitacional. Finalmente bajo la aproximacién de nutacién de pequefia
amplitud se encuentra solucién a dicha ecuacion.

Descriptores: Movimiento del trompo, Ecuaciones de Euler.

Keywords:

PACS: 42.25.Gy, 42.25 L.

I. INTRODUCCION

El movimiento del trompo siempre ha creado curiosi-
dad a todas las generaciones de fisicos, bdsicamente
en relacion a la estabilidad que parece adquirir con el
movimiento rotacional. Desde Euler se conoce bien la
dinamica de este movimiento y son innumerables los arte-
factos que se han construido aprovechando estas carac-
teristicas de los cuerpos en rotacion. No es desconocido
el uso de girdscopos en los sistemas de navepacion de alta
confiabilidad.

Aunqgue La teoria Newtoniana del movimiente puede
explicar este comportamiento, las ecuaciones de Newton,
que para un cuerpo rigido toman la forma de las ecua-
ciones de Euler, son, generalmente, de dificil solucion. La
forma usual de hallar la solucién al movimiento de un
cuerpo rigido es a través de la formulacion Lagrangiana,
que corresponde a una primera integral de las ecuaciones
de Euler, y hace explicita, ademas, las cantidades conser-
vadas asociadas a las simetrias del problema. Sin embar-
go, el movimiento del trompo exhibe una riqueza fisica de
cardcter mds intuitivo, tal que en las formulaciones mas
elaboradas de la mecdnica tiende a ocultarse. En este tra-
bajo, nos centraremos en las ecuaciones de Euler, desde
la formulacion primigenia de la mecdnica y en la solucién
de dichas ecuaciones.

El articulo esti organizado de la siguiente forma: En
la seccidn IT se hace una breve discusion acerca de los sis-
temas de referencia en los cuales las ecnaciones de Euler
son véilidas. En la seccién IIT se escriben las ecuaciones
de Fuler para el trompo simétrico en el plano comple-
jo, donde la variable que da cuenta del movimiento del
s6lido corresponde a la proyeccion de Riemman de vec-
tor unitario en la direccion del eje principal del trompo.
En la seccidn IV se sohiciona la ecnacion del trompo en
el regimen adiabético v se modela la friccién v el efecto
Magnus. En la seccién V se reportan las experiencias con
un girdscopo comercial en el que se trata de corroborar
las predicciones del modelo utilizando un apuntador laser

ubicado en forma estritegica para visualizar la proyec-
cion de Riemann en ¢l plano horizontal. Por dltimo en la
seccion VI se hace un andlisis de los datos v se don las
conclusiones.

11. ECUACIONES DE EULER

El cuerpo rigido es un sistema de muchas particu-
las donde la distancia relativa entre cada par de ellas
es supuesta constante, esto permite describir completa-
mente ¢l movimiento del cuerpo con sels grados de liber-
tad. Tres de estos se pueden asociar con el movimiento
del centro de masa y los otros tres con el movirniento

del cuerpo alrededor del centro de masa, movinientos,

que, respectivamente, corresponden a los de traslacion v
rotacion del cuerpo. .

La dindmica del centro de masa se rige por las ecua-
ciones de Newton para una particula puntual, en tanto
que el movimiento de rotacién, alrededor del centro de
masa, se rige por las ecuaciones de Buler,

Las ecuaciones de Euler se han venido expresando en
dos marcos de referencia, que parecen dar lugar a dos
puntos de vista diferentes en cuanto a su interpretacion.
En el primer punto de vista, [1] las ecuaciones estin
dadas para un sistema no rotante cuvos ejes coinciden
instantineamente con los ejes principales del cuerpo; en
el segundo punto de vista, (2] se dice que las ecuaciones
son validas para un sistema fijo al enerpo, el cual rota
con él. Para entender bien el origen de esta discrepan-
cia, deduciremos las ecuaciones de Fuler en cada uno de
aquellos sistemas.
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A. Desde un sistema no-rotante ubicado en el
centro de masa

Las ecuaciones de Newton para el movimiento rota-
cienal toman la forma

=1, (1)

donde 7 es la suma de los torques que actian sobre el
cuerpo, L es el momento angular del cuerpo y el punto
arriba de este significa derivada temporal. Estos vectores
en general deben estar expresados con respecto al origen
de un sistema inercial. Sin embargo en particular pueden
ser expresados con respecto un sistenia no rotante con
origen en ¢l centro de masa del cuerpo. Lo anterior es
posible puesto que las fuerzas inerciales que aparecen por
la aceleracion del centro de masa son equivalentes a una
nica fuerza cuya linea de accidén pasa por el centro de
masa ¥ por tanto no ejeree torque con respecto a este
1Hmio.

En general el mmomento angular del cuerpo estd dado
por la suma de los momentos angulares de cada particula
que lo conforman,

L= Zmiﬂ X 77, (2)

donde 75 es 1a coordenada de la 7-ésima particula de masa
m;. con respecto al centro de masa. La velocidad de las
particulas en este sistema se escribe como 7 = & X 7,
donde: d es la velocidad angular del cuerpo. que es la
misma para cada punto sobre el cuerpo [3j, por tanto el
momento angular se puede escribir como

L =1, (3)

donde.
= - mix)?, (4)

cs ¢l tensor momento de inercia. La expresion 7 % corve-
sponde a un {ensor antisimétrico definido a través de la
propiedad

(7 x)& = 7 % @. (5)

I

Il momento de inercia. visto desde un sistema no rotante,
es una cantidad que varia con el ticmpo, pucsto que las
coordenadas de las particulas, relativas al centro de masa,
cambian continuamente mientras ¢l cuerpo rota. por tan-
to la derivada del momento angular con respecto al tiem-
po tendra contribuciones tanto de Ia variacion de la ve-
locidad angular como de la del momento de inercia. La
derivarda del momento de inercia se obtiene directamente
de la definicion (4) ¥ de la idemntidad de Jacobi para ol
producto vectorial:

(i) = (@ x 7)x = (@x)(F x) = (Fix)(@x)

para dar
I=(@x)—1(&x) = [(@x).1].

En funcidn del momento de inercia la ecuacién de
movimiento (1) se escribe

F=0xL+1& (6)

Lia ecuacion (6) corresponde a las ecuaciones de Euler
para el cuerpo rigido. En este aproximacion hemos con-
siderado que el origen del sistemma de coordenado esta en
¢l centro de masa del cuerpo y es no rotante, esto es, un
sisteina que aunque puede ser no inercial sus ejes coorde-
nados son siempre paralelos a los de un sistema inercial.

B. Desde un sistema rotante

Cuando nos ubicamos en ¢l centro de masa con un sis-
tema no rotante, como vimos, las fucrzas inerciales que
aparecen no realizan torque, de esta forma el andlisis de
las rotacionces alrededor del centro de masa es independi-
ante de si este estd acelerado o no. Sin embargo, cuando
nos montamos en un sisteina rotante, fijo al cuerpo, las
fuerzas inerciales, debido a la rotacién, pueden causar un
torque neto.

Sca § un sistema inercial y 7 un sistema cuyos cjes
coordenados estan rotados respecto a los de S, con los
origenes de coordenadas coincidentes en todo momento.
Llamarcmos vector, en relacion a un sistema de refer-
encia, al arreglo matricial de las proyvecciones de una
cantidad vectorial sobre los ejes coordenados de diche
sistema. De acuerdo a ello el vector V en el sistema in-
ercial corresponde al V' del sistema rotado multiplicado
por una matriz de rotacién R, simbdlicamente escribinos

V=RV (7)

Puesto que bajo una rotacién las magnitudes v los
angulos entre vectores se preservan, R debe ser una ma-
triz ortogonal, esto es, RRT = 1. Si la matriz de rota-
ciones depende del tiempo la derivada temporal del vee-
tor en el sistema inercial no corresponde a la rotacidn
de la derivada del vector en el sistema rotado. Pode-
mos definir una derivada temporal covariante Dy como la
derivada temporal que aplicada a un vector rotado cor-
responde a la derivada ordinaria del vector en el sistema
inercial, esto es un operador que cumple con la condicion

d- - —
—V =RD, V' (8)
i

Lo cual se traduce gue cuando la derivada covariante
actina sohre vectores sc comporta como

—rTip-% i rTR=L,4
Pi=RIGR=GTRBR=gG+x. 0

El dltime término de la expresién anterior es posible
pucsto que, por ser R ortogonal, ¢l producto RTR es

B



una matriz antisimétrica, la cual a su vez se puede repre-
sentar en funcién de tres pardineiros independicntes que
permiten definir un vector, Q. L.

Para ver el significado fisico de este vector considere-
mos una particula en movimiento circular alrededor de un
¢je que atraviesa el origen y con velocidad angular &. De-
notando por 7 la posicidn de esta particula en ¢l sistema
de referencia inercial, su velocidad se eseribe 7= & x 7. Si
nes montamos cn un sistema de referencia rotante, donde
la particula esté en reposo, el vector posicién en este sis-
tema, + = RT#, tendrd derivada temporal nula 7 = 0,
por tanto, de acuerdo a (8) y (9), se tiene

& x 7=R(A x7) = (RO) x (7), (10)

donde hemos usado el hecho gue el producto vectorial
transforma como un vector bajo rotaciones. Como este
andlisis es independiente del valor de 7 llegamos final-
meinte a

—

Q=RTg=q". (11)

Lo cual quicre decir que el vector que aparece en la deriva-
cda covariante corresponde al vector velocidad angular in-
stantdnea de rotacién del sistema §’, con respecto a un
sistema inercial pero visto desde 5’

De acuerdo a lo anterior, la ecuacién (1), para un sis-
tema rotante con velocidad instantdnea €, se puede es-
cribir como

F=DJL = 0x I+ 1. (12)

En particular, si el cuerpo estd en reposo en el sistema
rotante entonces el tensor de inercia T' es constante y

Q' =&’ con lo cual la ecuacién anterior se puede escribir
como

P x D41, (13)

que tiene exactamente la misma forma que (6), excepto
que en este caso las cantidades estdn medidas desde el
sistema rotante fijo al cuerpo.

C. Correspondencia de las dos interpretaciones

El andlisis anterior quiere decir que ambas interpreta-
ciones de las ecuaciones de Euler son correctas, esto es,
la forma de las ecuaciones de FEuler son exactamente las
mismas, tanto en un sistema no-rotante como en un sis-
tema rotante fijo con el cuerpo, con origenes en el centro
de masa.

Sin embargo aungue la forma de las ccuaciones es la
misma ambos sistemas, la interpretacion fisica, en cam-
bio, que se hace de cada término, depende del sisterna
de referencia. Para darle una interpretacidén al término
@' x L' en ¢l sistema rotante reescribimos la ecuacién
(1) haciendo uso de (2} y la derivada covariante, de la
siguiente forma

(WY

SRR 7= mf x D, (14)

donde la derivada covariante segunda resulta ser
DI =F 420 x 7+ Q x (I x 7))+ Q x 7.

Si el sistema rota fijo al cuerpo cutonces las particulas en
ese sistema estdn inméviles y se tiene 7 =0 y 7", =0.La
velocidad de rotacion del sistema ¢s en cse caso el vector
velocidad angular del cuerpo en el sistema $', por tanto
(14) se expande como

= Zm,—ﬁ- X (@' x (@' x 1‘;))+Zm;7‘-§ X&' % 7. (15)
i i

Vemos que ¢l primer sumando del lado derecho de ia
ecuacidn anterior es la suma de los torques generados
por la fuerza centrifuga que experimenta cada particu-
la al estar el cuerpo en rotacién. Usando la identidad
de Jacobi para este término, concluimos gue finalmente
corresponde a &' x I’ As que, desde ¢l punto de vista
del sistema rotante, el momento de inercia no cambia,
y el producto vectorial entre la velocidad angular y el
momento angular proviene de las fuerzas inerciales que
aparecen por estar en un sistema no inercial, micntras
que desde el punto de vista del sistema no-rotante, ubi-
cado en el centro de masa, cste producto proviene sélo
de la variacién temporal del inomento de inereia, v no de
las fuerzas inerciales.

Finalmente, sintetizamos esta discusién de la siguiente
manera: la expresién general, ¥ = DL, en un sistema
rotante con velocidad angular arbitraria, e instantinea,
Q, (omitiendo las primas), se escribe

F=1o+15+0x I,

Iin particular, para el sistema rotante el primer sumando
del lado derecho se anula, en tanto que el tercer snmando
es el responsable del producto vectorial entre la. veloci-,
dad y el momento angulares. Para el sistema no-rotante
la situacién se invierte, ¢l tercer sumando es quien se an-
ula, mientras que el prinero es el responsable de agnel
producto. Esto queda resumido en la siguiente tabla

Sistema  |valor de I|valor de Q
No rotante| [@x, T 0
Rotante 0 w

De acuerdo a la tabla anterior vemnos que la ecuacidn de
movimiento tiene exactamente la misma forma en estos
dos sisternas, y son estos los dos {inicos tipos de sistemas
donde son vilidas las ecuaciones de Fuler, come las cono-
cemos, en su forma no covariante.

En cicrtas ocasiones, para cuerpos simétricos {con dos
momentos de inercia principales iguales) en un campo



gravitacional, puede ser mds conveniente escoger un ter-
cer sistema, uno que esté rotando con solo uno de sus
cjes rigidamente atado al enerpo v coincidente con el
gje principal {diferente a los que expresan los momen-
tos de incrcia ignales) del cuerpo, y con un segundo eje
que esté siempre sobre el plano perpendicular al campo
gravitacional. En cse caso, debido a la simetria del cuerpo
se cumple que el tensor de inercia es constante I = 0. sin
embargo, ya la velocidad angular de rotacién del sistema
no coincide con el vector velocidad angular del cuerpo
ent el sistema rotante # &', por taulo las ecuaciones
del movimiento de rotacién no presentan la forma de las
ecuaciones de Euler estandar.

IIT. MOVIMIENTO DEL TROMPO

Entenderemos por trompo un objeto masivo con
simetria axial que puede rotar alrecdedor de un punto
fijo ubicado en su gje de shinetria. en presencia de la
gravedad. Debido a la simetria uno de los ejes princi-
pales coincidird con ¢l ¢je de simetria, que llamaremos
principal, ¥ los otros dos estardn en un plano perpendic-
ular a ese eje que llamaremos secundarios. En general el
punto fijo no coincide con el centro de masa del trompo
por tanto al escribir las ecuaciones de Euler en el centro
de masa el torque generado por la reaccidn en el pun-
to fijo va depender de la dindmica del centro de masa.
Lo mas conveniente es escribir las ecuaciones de Euler
con respecto al punto fijo, en enyvo caso ¢l torque de las
fuerzas inerciales que aparecen actuando sobre ¢l centro
de masa se hacen corresponder exactamente a un incre-
mento del momento inercia de los ejes secundarios, v por
tanlo las ecuaciones de Euler no cambian de forma. Ello
constituye la esencia del teorema de Steiner.

A. Parametrizando las rotaciones

Para parametrizar de forma adecuada la posicién del
trompo cn un instante de tiompo determinado la con-
sideramos como una transformacion de rotacién desde la
posicion donde el ¢je de simetria es vertical. Debido a la
ortogonalidad una mairiz de rotaciones se puede escribir
como el exponenie de una matriz antisimétrica, por tanto
una matriz de rotaciones {en tres diimensiones) tendrd la
forma [0]

R{d) = e*™, (16)
donde la direccién de & determina el eje de rotacidn y
snmagnitud el Angulo rotado. Haciendo la expansion del
exponencial y considerando las propicdades del producio

vectorial la matriz de rotaciones se puede escribir como

R = 40T +sena(iix) — cosa(ix)?, (17)

con o = |§ v 4 = d/o, de donde se puede obtener direc-
tarneute,

RTR = (d-ﬁ. — (1 — cosa)ii x i + sen a-ﬁ) x. (18)

La expresion entre paréntesis del lado derecho de {18)
corresponde a la velocidad instantanca de la rotacion En
el caso en que 7 sea constanie la velocidad de rotacién
es €} = &, como era de esperarse. Sin embargo vemos
que para rotaciones que van cambiando con el tiempo su
¢je de rotacidu la expresion de la velocidad angular se
torna un poco obscura en su interpretacién, en ¢se caso
es mas conveniente escribir la matriz de rotaciones como
un producto de rotaciones elementales alrededor de los
cjes coordenados, en direccion de los vectores unitarios
&; de la forma

R(02;) = ¥4, (19)

En la parametrizacion de Euler la matris de rotaciones se
escribe como el producio de tres rotaciones clementales
dos sobre el eje &3, mediadas por otra sobre ¢l eje &) de
la forma siguiente,

R = R(6¢3)R(06))R(¥é3) = RiRoRy,  (20)

donde 8, ¢ v 1 son Hamados los dngulos de Euler. Siem-
pre es posible encontrar Jos pardmetros &, de la rotacion
tinica exp(@x) equivalente, en funcién de los dngulos de
Euler. Parametrizando la direccidn del gje de rotacién de
la rotacién inica como

i = cos 7 sen péq 4+ senpsen péa + cos péy
v comparanclo las representaciones matriciales en ambas

parametrizaciones se encuentra que los parametros o, p
y  en funcién de los dngulos de Fuler se escriben como

Cos (%) cos ( CO5 (q} —; 11)) : (21)

0
2
. a8 /
tang = tan (-2-) C5C ((15 * U) . (22)

2
tann = tan (¢ r_) dl) . (23)

Debido al cardcter vectorial de & la transformacion bajo
rotactones de la matriz (Jx) se puede eseribir como

RT(@x)R = (RT&)x =&'x . (24)
Se ticne entonces, para ¢l producto de la rotacidn inversa

con su derivada de la matriz (20), la siguiente expresion
cn funcidn de los Angulos de Euler

RTR = (z,ivé;; + O(R;8y) + (jﬁ(RQ‘RE‘éﬂ) X (25)
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La expresion entre parentesis del lado derecho corre-
sponde a la velocidad instantanea de rotacién en el sis-
tema rotante. En forma explicita esa velocidad sc escribe
como

0 cos + dpsenfsenp
@ = | —@senh+ ¢senfcosy (26)
¥+ dcosh

En la Figura 1 se da una representacién grifica de los
Angulos de Euler, donde se puede determinar por inspec-
cién la velocidad &' en funcién de las velocidades angu-
lares asociadas a estos dngulos dada en (26).

Figura 1: Angu]os dec Euler con sus velocidades respectivas

B. Ecuaciones de movimiento del trompo

Tomando el sistema de referencia fijo al cuerpo (omi-
tiendo las primas), con el origen en ¢l punto fijo y sus
ejes coordenados paralelos a los ejes principales del cuer-
po, el tensor de inercia cs diagonal y sus momentos de
inercia principales I; se ordenan de forma que los ¢jes se-
cundarios sean los dos primeros y ¢l principal el tercero,
de acuerdo a ello [y = [y # I3. El centro de masa se
halla e¢n el ¢je principal en direccién é;, a una distancia
h del punto fijo. El campo gravitacional, vertical hacia
abajo, va en la direccién —RTé; desde el sistema fijo al
el cuerpo. Por tanto el torque de la fuerza gravitacional,
en el centro de masa viene dado por

7= —héz x mgRTé; = psenB(cosié, — senéy) (27)
donde i = mgh. es el torgue miximo.

En forma matricial las ecuaciones de Euler en el sis-
tema de ejes principales se escriben

T1 Wi Ny fun
T2 | = | X | Lwy | +| Jaun (28)
T3 w3 T3ws Iywy

desarrollando el producto vectorial v considerando la
igualdad de los dos momentos principales secundarios so
tienen las signientes ecuaciones

1= wawa(fz — I1) + Ny,
Tg = -w,;wa(13 - ]1) 4+ ]1&‘)2, (20)
T3 = 13(.&3.

Considerando que el torque con respecto al punto fi-
jo es netamente de origen gravitacional {despreciando
la friccion) entonces 73 = 0 y la iltima de las ccua-
ciones anteriores implica que la velocidad angular en la
direccién del ¢je principal, wa, es constante. Sumando Ia
primera ecuacién en {29) con la segunda multiplicada por
el niimero imaginario 7, se obtiene la ccuacién compleja

T = —iwwa(I;; - I]) + I;w ((30)

donde 7 = 7 + i1 ¥y w = wy + twe. Con los valores
de la velocidad v del torque en funcién de los angulos de
Euler dados en (26) y (27), se tiene para estas cantidades
complejas

T = psen fe= "V, (31)
w=Qec. (32)

con
Q= (6 +i¢senb). (33)

Introduciendo estos valores en (30) y factorizando ¢l ex-
ponencial e ™™ se consigue la ecuacién diferencial

usenf = 'iﬂ(écos 81, — L3) + he, (34)

donde Ly = f3wy es el momento angular en la direccién
del gje principal é3. Para hallar una ecuacién en funcién
de una sola variable compleja se propone

= —itan (-g-) o' (35)

La variable a corresponde a la proyeccidon de Riemman
de un punto de la esfera en el plano, donde la parte real
es la componente en la direccién &; y la inmaginaria en
la direccién & (Ver figura 2). Derivando con respecto al
tiempo la expresion anterior obtencmos

a = allescd (36}

lo que nos permite despejar a € y recmplazarlo en la
ccuacién (34) para dar

.2
,ua:Il%-(cosB—l) = ihga + 1 (37)



donde en funcion de a la funcién coseno se puede escribir
oMo
1—|al?

14 |al? (38)

cosf =

La eeuacion {37) con la condicidn L constanic es
equivalente a las ccuaciones de Euler (29) para cl trompo
v es la ecnacion diferencial del trompo para la variable
compleja a. Esta ccuacion os la generalizacion a Angulos
mayores, de la ccuacion del girdscopo dada en balistica
exterjor para el caso de proyectiles donde el dngulo ceni-
tal # es pequeno [4].

Figura 2: Variable a cn funcién de los dngulos 8 ¥ ¢

1IV. SOLUCIONES A LA ECUACION DEL
TROMPO

La ecuacién (37) es no lineal de segundo orden en a, de
variable compleja no analitica. Todo esto insinua gue su
solucidn exacta, para el problema general, se torna com-
plicada. Sin embargo para ciertos casos particulares se
pucde hallar una solucién exacta y, bajo ciertas aproxi-
maciones, se logra proponer nna solucidn aproximada que
puede contrastarse con cl experimento.

A. Precesion Uniforme

Fisicamenic se sabe que existe una solucién donde ¢l
trompo precesa con dangulo cenital fy fijo y velocidad az-
imutal ¢ constanie, csto corresponde al vector rotante

af{t} = —itan (%) s

Los valores de ¢ permitidos se consiguen introduciendo
esta solucion en la ccuacion (37) para obtener la ccuacion
caracteristica

(39)

1y cos006% — Lad + 11 = 0. (40)

Las raices de esta ecuacidn son

. Ly 2+ \/L'E—tl 1 cos @
Ps = 4 3 I“]COQ’()Ecl':l:,ﬁ.

211 cos By

(41)

correspondientes a los casos de precesion rdpida y lenta
respectivamente.

En el caso de trompo rdpido L3 3 4pl, estas raices
toman los valores ¢y & La/(I) cosfp) para la precesién
rapida y ¢_ = p/Ly para la lenta. En ese lanite la pre-
cesién rdpida es independiente del inomento i, podemos
cutonces asociarla con la precesion del cuerpo en ausen-
cia de torques, & con la nutacién. En ¢l mismo limite la
segunda raiz es la expresién familiar de la precesién del
trompo. cuando el punto fijo no coincide con ¢l centro de
masa, dada en cualquier texto de inecanica. Aunque la
expresidn exacta (41) para la frecuencia de precesién ¢_
1o es tan familiar, se puede ver sin dificultad que es el
resultado correcto, partiende directamente de las ecua-
ciones de movimiento en la forma (12).

Para la precesion uniforme el momento angular rota
con la velocidad angular de precesion, tomando entonces
un sisteina rotante alrededor del gje vertical con la veloci-

dad de precesién el iérmino L en (12) se anula, guedando

!

'F=e;$.><.

bam)

; (42)

donde ¢ es la velocidad de precesidn y el torque ticne
por magnitud v = psendy. De acuerdo a lo anterior 1a
magnitud de la velocidad de precesion es

psen g

- Lsen(6y — 81) (43)

¢

donde 8, es el dngulo entre el momento angular v el cje
é3 del trompo.

Figura 3: Plano cenital del Trompo

Este angulo usualmente es pequeno (6 proximo a m) y
para un trompo que gira rapidamente en primera aprox-
linacién es cero (6 ) v la velocidad de precesién es en-
tonces ¢ =~ /Ly Sin embargo en general, (43) corre-
sponde a

sen fy

b (44)

B L;; 361 90‘ - LJ_ cos 00




donde hemos nsado Ly = Leos8y, v Ly = Lsend;,. Con-
siderando que la componente transversa del momento an-
gular es Ly = lhw) y que la componente trarsversa de la
velocidad angular proviene de la velocidad de precesién,
de forma que wy = ¢senfp, llegamos a la ecuacion para
la velocidad de precesion

: 1
o ————— » 45
¢ L3 - (f)[1 (o] 90 ( )

que equivale a la ecuacién cuadratica en ¢ dada en {40).

Se podria pensar que 1a solucién més general es una
combinacién lineal de estas soluciones, con lo que po-
driamos asociar ¢_ con la velocidad angular de precesion
¥ ¢4 con la de nutacién, pero csto no es posible puesto
que la ecuacién es no lincal, v por tanto una combinacién
lineal de las soluciones ya no es solucién.

B. Nutaciones de Pequena Amplitud

En esta seccidn se hallara una solucién mas general,
aunque aproximada, a la ecuacidn del trompo (37) que
la dada en la seccién anterior. En funcién de la variable
s definida como

5= E (46)

la ecuacién diferencial (37) se puede rescribir como
Né=—hs?cos8 + iwslys + e, (47)

la cual corresponde a una ecuacién no lineal de primer
orden en s, que no es trivial por el heche que la variable
angular ¢ depende a su vez de la integral de s a través de

efftjsdr,

g{t) = 2arctan (48)

Podemos allanar €l problema reemplazando €] valor de
# por un valor medio fy considerando pequeitas oscila-
ciones, entonces la ecuacién (47) se escribe

3= —cosfp(s —idy)(s —ig_), (49)

dondc las raices ¢4 estan dadas en (41).

La ecuacién diferencial (49) se resuelve separando vari-
ables e integrando por fracciones parciales para luego ex-
ponenciar con lo que se obtiene

g =1ia + Beotx, (50)
donde

x = Blcosfy)t + ¢, {51)
con ¢ una constante de integracion en general compleja.

La parte inmaginaria de ¢ es la cantidad relevante puesto
que su parte real puede ser borrada con una traslacién

temporal. Teniendo en cuenta que (46) el valor de a se
obtiene tras integrar y exponenciar (50}, para obtener

a=Act® = Ae*™ (sen )¢ 00, (52)

donde A es una constante de integracién. Salvo una con-
stante, la funcién sen 2 exponenciada se comporta como

(sen x)®°° b, o—iBt (1 — 6‘25:!:)scc b0 (53)

por tanto finalmente a se puede escribir como
i{o— @)t 2iB(cos 83t} "
Q= apc'(“_ " (1 — Be ifi(cos by} ) . (54)

donde a) y B son constantes arbitrarias. En el limite
en que B — 0 se tiene para a la solucién de precesidn
lenta, en el caso en que B — co (con a4y B finito) se lle-
ga a la solucién de precesion rdapida. Experimentalmente
la precesidn es de menor frecuencia que la nutacion, por
lo tanto las solucidn para mitaciones de pequefias am-
plitudes corresponde a (54) con || <« 1. Haciendo Ia
aproximacion binomial del término entre parentesis en
{54) se tiene

a= [Lpeiw,,t + ﬂ'"ci(w,.-f-w,,)l (53)

con |a, | < |ap|. donde las frecuencias wy, y wy correspon-
den a las frecuencias de precesién y nutacién del irompo,
¥ esléan dadas por

L‘-};J:Q'_ﬁ: .@:-—: (56)

wy = 20cosfp = (¢s — d)_) cos B (57)

En el limite 6p = 7 /2 sc oblienewy, = pif Ly y wy,, = Ls/ 1.
El valor de 6 estd relacionado con las amplitudes a,, v
ap por la raiz del promedio temporal de |a|?,

Bo
tan 5 = /g + al {58)

La figura 4 es una representacién grafica de la solucién
dada en (55).

TFigura 4: Representacién gréifica de la solucién



C. Modelando la friccion

Para dar cuenta de la [riccion consideraremos, en
primera aproximacién, que el torque asociado depende
linealmente de la velocidad angular, 7/ = —C&, donde
C ey en general un tensor de rango dos. Por la simetria
del problema el sistema propio del tensor de coeficiente
de friceion debe ser diagonal en el sistema de ejes propios
del cuerpo,

9 = —Cuw (59)

de tal forma que los coeficientes asociados a los primeros
dos ¢jes son ignales v, en principio mayores al del tercero:
C] - CQ > C;].

De la tercera ecuacion en (29), con el torque de friccidn
dado en (59), vemos que la rata de cambio de la veloci-
dad angular wy es negativa v proporcional a la misma
velocidad, por tanto decae exponencialmente como

(.u‘_';('f,) = G-—}’wg(U)

donde v = Cy/l3 es el inverso del tiempo de rela-
jacion para la velocidad angular ws. En la aproximacion
adiabatica donde el tietpo de relajacion cs muy pequeno
con respecto al periodo de rotacidn, Cs € Lz, podemos
congiderar que para ticinpos cortos la velocidad angular
en la direccidn del cje del trompo es pricticamente con-
stante, v la solucion al movimiento es la misma que para
el movimiento no amortignado con la dependencia del
momento aigular con el tiempo La(t) = e~ L (0).

Adicional al efecto de frenado de la velocidad de
rotacion hemos de considerar el efecto Magnus, que con-
siste Dusicamente en Ia fuerza producida por una difer-
encia de presiones en la superficie de un cuerpo rotante
cuando el cuerpo se traslada en un medio viscoso. Esta
fuerza es proporcional al producto vectorial entre las ve-
locidades de traslacién y rotacién. En el caso del trompo
la velocidad angular esta principalmente dada por la com-
ponente en la direccion del eje principal, wy, en tanto que
la velocidad del centro de masa, con respecto al punto fi-
jo. s proporcional a & X és, por tanto la fuerza Magnus
es proporcional a &g x (&4 % éa}. Suponiendo que la linea
de accion de esta fuerza pasa por ¢l eje del trompo torque
de o fuerza Magnus se escribe

7™ = D{éax)* (G % &) = Dy x G (60)

donde D s una cantidad positiva que tiene unidades de
momento de mercia, que depende de la geometria del
trompo v que en principio consideraremos constaute. El
torgue complejo 7 = 71+, debido a la friccion transver-
sa v al efecto Magnus se escribe

7= (iDws ~ C})w. (61)

Cousiderando las expresion {32) se tiene la adicion de
estos torques al gravitacional (31), en la ccuacion del
girdscoupo (37), se pueden llevar a cabo con ¢l reemplazo

po= 4+ (iDwy = Cy)Qesc

teniendo en cuenta (36). observamos que ese cambio es
squivalente al reemplazo

Ly — La(1 + D/ L) +iCy

en (37). Fl coeficiente D. que da cuenta del efecto mag-
nus, se puede interpretar como un aumento del momento
de inercia con respecto al ¢je principal, debido al arras-
tre del aire alrededor del trompe. Por otro lade puesto
que el valor de Lz estd involucrado en las frecuencias
de mutacién y precesién, el coeficiente C), que puede
ser interpretado como un momento angular inmaginario,
estd relacionado con Ia amortiguacion de las amplitudes
de precesion y nutacion. Considerando rotaciones rapidas
Ly > C) tenemos entonces que las magnitudes a, ¥ ay,
en (55), cambian aproximadamente como

!
ap — ¢ a,

a, — e "ta,

donde para rotaciones rapidas (L3 3> ul) v, = pC, /L3
¥y = C)/I1. Algo notable es que el signo de 4, de-
pende del de g, por tanto la amplitud de la precesion
crecers en tanto jr sea positivo, v decrecera si poes nega-
tivo. Tambien notamos que 7, depende inversamente del
momento angular Ly por tanto la amplitud a, se hace
casi constante para grandes valores de este. Por otro la-
do Ia amplitud de la nutacion es siempre decreciente v
el tiempo de relajacion 1/, es practicamente indepen-
diente de las condiciones cinematicas del trompo. Puesto
que LE 3 plp, entonces v, 3> |y, ello significa que
para rotaciones rapidas la nutacién se extingue mucho
antes que la amplitud de la precesion cambie significati-
vamente.

Dade que el momento angular Lj estd variando con el
tiempo las frecuencias de precesion y nutacion tambien
lo estdn haciendo en forma aproximada como

t
wp = e'wy

: =t
Wy — € Wn

Finalmente, considerando la friccion el movimiento del
trompo queda descrito aceptablemente como

&= ﬂ:,c""’fe"""""’ﬂ' + n.,e—"“'e"{“’""-."“’"“ﬂ)" {62)

V. MONTAIJE EXPERIMENTAL

En esta seccion mostraremos los resultados que se ob-
tuvieron al experimentar con un giréscopo marca Pasco
ME 8960. Este aparato consiste en un disco de 1.755 kg
masa, con un radio de 12.7 cm ¥ un grueso de 2.0 cm,
¢l cual puede rotar alrededor de un gje con pouea friccion
que a su vez puede orientarse en cualquier direccién az-
imutal, en el rango de 40° a 130° con respecto al cenit.




El gje orientable posee un punto fijo a 12.7 cin del disco,
que esta pivotado, a 30.7 cm del suelo sobre una barra
vertical. La barra vertical estd clavada en el centro de
una base de fundicién de hierro en forma de A, v puede
rotar alrededor de su eje. En el otro extremo del eje ori-
entable, opuesto al disco, se pueden colocar contrapesos
para variar la ubicacion del centro de masa.

Figura 5: Giroscopio

Colocando un apuntador laser en la bicectriz del angulo
formado por el eje orientable del disco y la barra vertical
es posible obtener una representacion observable del vec-
tor a en el punio donde la luz laser choca con el suelo. El
plano complejo en el cual se ubica el vector a corresponde
al horizontal. Lo anterior se consiguié con una estructura
simple de alambre galvanizado calibre 12 en forma de
cuadrilatero equilatero, de dngulo variable, donde dos la-
dos adyacentes coinciden con los ejes, vertical y orientable
del giroscopo. El apuntador se colocd sobre la diagonal
que biceca esos lados. Inicialmente se colocaron los con-
trapesos en el ¢je del disco de tal forma que el centro de
masa quedara ubicado do justo en el punto de pivote del
eje orientable. Posteriormente se colocd un contrapeso de
masa 151.48 gm en uno de los extremos del eje orientable.
Se hicieron experimentos con el contrapeso adelante del
disco a 21.0 cm del punto de pivote, ¥ luego con el con-
trapeso atrds del disco a 34.5 em del punto de pivote. El
valor de la masa del contrapeso multiplicado por la dis-
tancia al punto de pivote y por el valor de la gravedad da
cuenta efectiva del torque maximo p ol que es sometido
¢l giréscopo. El disco se puso a rotar alrededor del eje
orientable a distintas velocidades. Se tomaron fotos de la
trayectoria del punto de luz en el piso con una camara
digital con control de tiempo de abertura. Para nuestro
caso se hicieron exposiciones de 15 s y 30 s.

Las Figuras 6 ¥ 8 muestran las fotos de dos situaciones
diferentes del trazo laser en ¢l movimiento del girdscopo
con el contrapeso atras vy adelante respectivamente.

Las graficas en las Figuras 7 v 9 muestran la solucion
{62} con valores de los pardmetros @n, ap, 7. ¥p Tn Wn
Y wp, que se ajustan a las trayectorias mostradas en las
fotos mostradas en las figuras 6 y 8.

En principio de las fotos es posible determinar con rel-

Figura 7: Ajuste de la ecuacién del trompo de la foto dada
en la Figura 6 con ap=48, an=0, 7p=—0.005 wp. v, =0.065w,,.
¥=0.0013wp. wn=-14.09wp y wp=05083 s~". .

ativa precision las {recuencias de precesion y de nutacion,
los pardmetros de amortignamicnto v el dngulo de incli-
nacion del eje del disco. Sin embargo de los registros fo-
togrificos no es posible determinar directamente la com-
ponente de la velocidad dngular de rotacion ws. Para ello
se puede hacer uso de un cronémetro controlado con foto
puertas, que junto con las fotos se obtiene una informa-
cién completa del movimiento del girdscopo.

VI. CONCLUSIONES

En la primera parte hemos mostrado la equivalencia
de las formulaciones de la ecuacion de Euler en los sis-
temas rotante ¥ no rotante, aunque la expresion de la
ecuacion es identica la interpretacion fisica difiere con-
siderablemente. Escribimos la ecuacién de Euler para ¢l
caso particular en que el cuerpo rigido posee dos valores
iguales de momentos de inercia principales, y ¢l cuerpo se
mueve con un punto fijo ubicado en el tercer eje princi-
pal. La ecuacion vectorial se redujo a una ecuacion difer-
encial no lineal de una sola variable compleja. Se solu-
ciond esta ecuacion haciendo la aproximacion de mod-
ulo constante. La solucion hallada consistié en la suma
de dos vectores rotantes en el plano complgjo. El vector
de mayor magnitud rota a velocidad angular menor v el
menor longitud lo hace a una velocidad mayvor. La veloei-
dad de precesion corresponde a la velocidad de rotacion
del vector de mayor magnitud, en tanto que la velocidad



Figiura 8 Trazo laser en ¢l girdscopo con contrapeso adelanic
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Figura 9: Ajusie de la ccuacidén del trompo de la foto
dada en la Figura 8 con 0p=50.0. a,=7.5, ~=0.012w,,
e =0.02w,, y=0.00006, w,=4.78;, v w,=0.8928 s~'.
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de nutacién corresponde a la diferencia de la velocidades
de los dos vectores. De forma aproximada se introdu-
jo la friccién en el movimiento y sc hallé una solucién
aceptable de movimiento real del trompo. La solucion se
constrastd con el experimento usando un giréscopo com-
ercial adaptandole un apuntador laser lo cual permite
visualizar ¢l movimiento del girdscopo proyectado cn el
plano horizontal. Es posible visualizar la trayectoria del
punto laser en el piso usando una camara fotogrifica con
tiempo de apertura controlable. De registros fotogrificos
se puede determinar cantidades como las frecnencias de
precesion y nutacion y el dngulo cenital. En conclusion
¢l modelo coincide apreciabiemente con ¢l experimento
en primera aproximacién, lo cual s¢ puede apreciar en
¢l buen ajuste de los pardmetros de la solucién con las
travectorias trazadas por el punto laser.
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ABSTRACT

Analysis of crime scenes involving smgle—f‘ re-gun pro;ectlles reqmres the determlnatlon of
the direction of arrival of a projectile ‘at the.target and other factors to reconstruct events.
The-movement of a projectile can be analyzed by applymg Euler's equations to'a solid sym-
metrical rigid bady. The present work starts from a Newtonian reformulation of these equa- "
tions to show that, in the presence of a gravitational fi eld, the system-can be expressed
with a complex variable nonlinear equation, where the inclusion of small nutation vanable:s%'
allows us to find possible solutions, As a particular case, we analyzed the movement of 2
9-mm projectile fired from distances greater than 1m ‘to demonstrate that. the direction of‘;
arrival of the projectile-at the target cannot be traced by-a stick pfacéd-in the target hole, asA
is usually performed in crime investigations. A series ofshots were fired from distances. varyl-
ing between 1m and 7 m. Impact data were recorded on Riemann planes of projection fqr ‘
the description of nutation and precession motions, allowing the observation of the motion
dynamics of the projectile. We show that the direction of arrival at the target can be deter-'-
mined. approximately from the analysis ‘of the-nutation and precession curves through
Riemann-planes of pro;ectlon The results presented in this work will allow ‘more accurate -
judgements to be made in judicial investigations. '

KEYWORDS

Forensic sciences; forensic

ballistics; firearm;

gyroscopic motion; Euler
. equations; nutation;

precession; project-

ile motion

solution to the equation can be found and modified
to include the movement of the projectile [1].
Projectile motion can be explained theoretically
in an approximate way using the Lagrangian formu-
lation of Newtonian mechanics. However, this
explanation remains imprecise and incomplete. The
projectile motion exhibits a more intuitive physical
richness in that it is not limited to elliptical motion
but also presents nutation and precession move-

Introduction

It is a fundamental matter to determine the charac-
teristics of shots fired in scenarios where firearms
have been used. The correct determination of these
characteristics allows a more accurate investigation
that identifies a possible location from which shots
have been fired and the firearm used. The estimation
of the bullet trajectory traditionally starts by placing

a fibreglass rod into the bullet hole of the target.
Although this procedure is inaccurate, it is, at least,
possible to infer geometrical parameters that can be
used in rebuilding the kinematics (i.e. both trajectory
and tumbling movement} of a projectile.

Euler equations or their Newtonian, Lagrangian
and Hamiltonian reformulations are usually
employed to describe the movement of a symmetric
solid body, namely a bullet. Previous work [1]
showed that in the presence of dissipative forces and
a gravitational field, such equations can be reduced
to a nonlinear equation over the components of the
Riemann stereoscopic projection of the main vector
on a plane tangent to the tip of the projectile in the
direction of the gravitational field. Under the
approximation of small-amplitude nutations, a

ments. Such motions of nutation and precession are
not well described by less-elaborated formulations of
mechanics. The study of such nutation and preces-
sion is important in that it allows us to describe the
precise path followed by the projectile and the initial
conditions of the shooting.

There are no reports of the described experimen-
tation or quantification and qualification of ballistic
elements for different-calibre projectiles because the
experiments are expensive and difficult to process
with the authorities. The police and army are the
only parties allowed to possess high-calibre weapons
and ammunition. It is thus difficult for a civilian or
academic institution to conducl experiments even
though experimental techniques will be easily repro-
ducible if bureaucratic obstacles are overcome.
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The aim of the present work is to show that the
gyroscopic motion of a bullet fired by a firearm dir-
ectly shapes the figure of the target hole, contradict-
ing conclusions that might be made about the
trajectory on the basis of the aforementioned rod
procedure. Therefore, another degree of freedom is
added to the problem of the trajectory that must be
resolved in subsequent investigations.

We compare the description of the motion of a
commercial gyroscope that exhibits epicyclic move-
ment with the same motion of a 9-mm bullet in
flight and over Riemann planes of projection {RPPs).
To this end, we examine the incidence of projectiles
into targets using the data of experiments and ballis-
tic tests. Such data reveal the nutation and precession
movements, which are generally observed in compu-
tational simulations but not experimentally.

The present paper is arranged as follows. The
second section presents the methodology imple-
mented and describes the experiment and its theor-
etical framework. The third section summarizes our
main findings. The fourth section discusses the
results and presents conclusions.

Materials and methods

Euler equations are used to establish the relationship
among the distance, direction of firing by the firearm
and the projectile entrance footprint. This paper presents
an experiment that, on the basis of the footprints of pro-
jectiles on RPPs, reveals that the initial firing conditions
and the trajectory may not coincide with the projectile
entry angles in the target for any firing distance.

Description of the experiment

Twenty-five sheets of straw cardboard were used as
RPPs. The sheets had low impact resistance so to
smoothly destabilize the projectile and produce a
clear footprint. The RPPs each had an area of
17.5¢m by 25cm and a thickness of 0.095mm. The
RPPs were placed at intervals of 25cm. There was a
sequence of 25 planes per round of firing. In this
way, a clear bullet footprint was registered for each
plane, allowing the extraction of ail required informa-
tion. The shooter was initially located 1 m from the
first RPP in the sequence, and the distance between
the shooter and the first RPP was then increased in
intervals of 1 m to a final distance of 7m.

Angles and longitudes were directly measured
using digital calibrators for all footprints, giving the
plane of incidence of the projectile or RPP. Figure 1
presents measurements of the size of the footprint
made by the projectile and the angles that allow the
determination of the quantities associated with pre-
cession and nutation from the projectile profile.

Equations of motion and parametrization for the
projectile case

The complete motion of the projectile is determined
by the forces and torques acting on the projectile
(Figure 2). All these effects determine the conditions
of motion of the projectile’s centre of gravity.

Inside a gun, the advance of the projectile is
guided by the bore of the barrel. The bore imprints
a rotation motion on the projectile using several
helical guiding fields with left and right inclinations.
The bullet faces environmental perturbations when
it leaves the barrel muzzle. The bullet continues to
travel with an attack vector, resulting in an aero-
dynamic re-elevation phenomenon that vanishes
inside the weapon. Such perturbations are due to
the interactions of gases in the muzzle and the local
atmospheric air over a short time interval, which is
known as the ballistic wind phenomenon [2].

As the projectile travels through air, the motion
of the centre of gravity is determined by Newton’s
second law (Equation (2.1)):

myv = Fyw + Fy + F, + Fy. (2.1}

Air resistance generates forces and moments that
act on the projectile and can be determined

Figure 1. Vectoral diagram showing the attack vector and
its relationship with angles and angular velocities.

Figure 2. Diagram of the principal forces acting on a pro-
jectile. Fy is the lifting force, Fy is the aerodynamic friction,
{0y is the rotational velocity component along the e axis, ji
is the aerodynamic torque, and « is the angle of attack. (4
and C, are the centres of gravity and lift, respectively.

G)



experimentally using aerodynamic coefficients.
These coefficients are not necessarily constant and
can be expressed as complex polynomial functions,
which in turn depend on the projectile attack angle
and variables dependent on the Mach number (0.94
for 9-mm ammunition). Aerodynamic coefficients
are usually evaluated in subsonic and supersonic
tunnels depending on the case [3].

To better understand the characteristics of a fly-
ing projectile, additional concepts, such as those
determining docility and stability, must be consid-
ered because these characteristics are what make
each flying projectile unique [3].

The projectile stability depends on the rotation
speed, which must be adjusted such that the effects
of the medium, such as air and gravity, do not turn
the direction of the tangent axis &' away from the tra-
jectory. This is how damped gyroscopic motien is
generated. Despite environmental interactions, the
deviation of the tip of the projectile is negligible if the
docility is small, which we can ensure. In such a case,
the docility is due only to nutation and precession.
The projectile is said to be stable if it does not turn
under environmental effects. Docility is defined as

rSr-z—g 1255.

v i

(2.2)

Attack vector and essential stability of
the projectile

A projectile moving around its centre of mass has a
rotational velocity @ with two components, ie. the
rotational velocity around the principal rotation
axis, &3, due to the projectile’s own rotation and
the transversal or perpendicular component
that is in the plane formed by &; and &, denoted
@, = @, + @, (Figurc 1).

When a rigid body rotates around a principal
inertial axis, the angular momentum I is parallel to
the angular velocity @ and is always directed along
the rotation axis. For a symmetric rigid body with
Iy = I, the angular momentum can be written as
the sum of longitudinal and transversal angular
momenta:

L=hdy+13,. (2.3)

The projection plane is perpendicular to the &,
axis while the principal axis &, of the projectile
describes the motion of the projeciile in the RPP.
The attack vector, 4, is located on the RPP and cor-
responds to a vector radius that extends from the
cut of the €; axis with the RPP to the point of inter-
section of €; with the same plane.

Starting with the Euler equation, it is possible to
determine the exact solution in particular cases
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under certain approximations. Here, the procedure

is applied to the case of a projectile (4]
T=Id+1d +Q x 1. (24)

A differential is obtained using Equation (2.3) for
small angles (i.e. cos 0= 1) and letting a = Ae® [1]:
La —ilza — pa=10. (2.5)

The solution is

5, = iliws /ALt — 1303 . 26)

25,

Two types of solution are obtained for the above
equation in the case of a projectile.

o If the equation discriminant is positive, a com-
plex solution for S with a positive real part and
null imaginary part is obtained. This corresponds
to a function that grows indefinitely with time.
In conclusion, as the moment increases, the pro-
jectile rotates through m radian, resulting in the
tip moving backwards and the base moving in
the direction of motion. The motion thus
becomes unstable.

e If the equation discriminant is negative, then two
imaginary roots are obtained and the solution to
Equation (2.5) becomes

Sy = ik{1xd). (2.7)

where

k=L3/(25;) and d = /1 — 4plr/13.

The more general solution to Equation (2.5) is

a= apei('”'"*"’P) + agellentt ), (2.8)

where the first term represents a rotating veclor
having amplitude a, and angle w,t + ¢, that varies
with time while it rotates around the centre of
gravity with slow circular motion at what is called
the precession angular velocity, The second term
represents another rotating vector of amplitude a,
and angle w,t + ¢, which is in the extreme of the
ap vector, with a faster twist, presenting a circular
motion with what is called the nutation angular
frequency. There is more than one lap of the
second vector for each lap of the first vector. The
vector obtained by summing the first and second
vectors is therefore the attack vector 4, which
rotates through an angle ¢ as shown in Figure 1.
@, therefore, determines the resulting motion of
the projectile tip and the epicyclic trajectory on the
RPP. The angle ¢ does not coincide with the pre-
cession angle, except when the nutation
angle vanishes.
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The solutions of w, and @, are complex solu-
tions of the precession frequencies w, (Equation
(2.9)) and nutation (Equation (2.10)), with the con-
dition wy, — w, — w, where wp < wy. The equation
of motion of the gyroscopic movement is thus given
by Equation (2.5), for which the constants a, and a,
correspond to complex numbers that are determined
from the initial conditions

w, = k(1~-d),

(2.9
(2.10)

As a consequence, stability of the projectile
demands that the discriminant of Equation (2.5)
must be negative; e dLu—LBol<0 or
equivalently

_i

=— 2.
4 (2.11)

5
where S, is referred to below as the gyroscopic sta-
bility coefficient. It is concluded from the above that
the projectile is stable if §; = I3w?%/(4hp). This is to
say, a projectile is stable if its stability coefficient is
greater than 1, as will be shown experimentally. As
the projectile has gyroscopic motion, the precession
and nutation motions can be calculated experimen-
tally. Likewise, the value of the angle that corre-
sponds to the rotating vectors, having amplitudes a,
and a,, respectively given by Equations (2.3) and
(2.10) for the limit #; — 0. The geometric interpret-
ation of the motion described by Equations (2.9)
and (2.10) allows the plotting of the projectile tip
motion (Figure 3). In the case of the projectile, epi-
cyclic motion appears only with apices facing
inwards. It is thus affirmed that the projectile tip
describes a gyroscopic mation, represented by a flat
curve in the RPPs (Figure 3), with apices facing
inwards, tangent to a sphere that has as its origin at
the projectile centre of gravity and a radius that is
the distance from the centre of gravity to the tip.
(The centre of gravity is located at one-third of the
projectile longitude from the base of the projectile,
as determined by the conical symmetry.)

Figure 3. Graphical interpretation of the gyroscope solution.

L9

On the basis of previously developed theoretical
modéls [1], we obtained a set of results in gyroscope
and projectile experiments. In the case of a project-
ile that we are dealing with here, an experimental
assembly is made for different parameters and dif-
ferent shooting distances, which are analyzed in the
following manner.

Results

¢ The angles of precession and nutation are plotted
against the shooting distance in meters.

¢ Precession and nutation frequencies are deter-
mined from those plots.

® With information on ballistics taken from the lit-
erature, the projectile rotation frequency and
aerodynamic coefficient are obtained for com-
parison of the theoretical torque with the experi-
mental torque (2].

¢ The number of loops per lap, given by N =
wq/wp, is calculated from the data in Table I,
which were cxperimentally obtained for the 9-
mm projectile. This definition is fulfilled by
both the gyroscope and projectile and the angu-
lar frequency between the fast and slow vectors.
The time between two amplitude maxima is
given by P=2n/w,, while the period for the
slow vector is P, = Zn/wp‘ From the experimen-
tal data, we calculate N=2d/(]——d) only for
the projectile {3]. :

The stability coefficient given by Equation (2.11)
allows the determination of the docility given by
Equation (2.2). From the calculation of this param-
eter and using ballistic data obtained from the tech-
nical specifications of the gun and projectile and
measurements of the RPPs, the value of d is
estimated as d=/1—1/S,. The determination
of the precession angle @ yields w = Lw/(25),
i =EBw?/(4hS,). The step of the gun striation
n = 2avy/w according to Equation (2.4) (Figure 4).

To obtain the information needed to perform the
calculations using the aforementioned equations, it
is necessary to determine the attack angles of the
footprints left by the projectile on the RPPs, the
lengths of bullet holes, and the distance between

Table 1. Dynamic quantities calculated from measurements
of the target.

Shooting

distance (m) S, stability oy (s™') o3y (s7')  PUs) g (Nm)
1 1.20 572.389 2940.798  0.0024 0.582
2 1.29 964.135 2635.205  0.0023 0.526
3 239 407.817 31191523 0.0024 0A58
4 1.99 298.031 3301.309 0.0022 0.621
5 2.05 553.498 3045842 00026 0.699
6 177 772.265 2827075 0.0029 0.602
7 191 638.573 2960.767  0.0028 0.557

%

&



Figure 4. Dynamical axis of rotation and angles ¢, x and &
for the 9-mm projectile in flight.

tangential points for different angles. With the data
obtained for the footprint direction and longitude
on the RPPs, the relationship between the longitude
and direction is established to determine the curve
with the profile of a real projectile and the separ-
ation of tangenlial points is measured for different
angles as shown in Figure 5. With this information,
we fit a curve to the data (Figure 6), where the vari-
ation in the projectile footprint with a variation in
the attack angle is seen, resulting in the explicit rela-
tion expressed by Equation (3.1). The curve in the
figure has a linear behaviour with the footprint data
given in millimetres. The relation is

a(L) = 8.34L —(81.97+0.01), (3.1

where L is the footprint length. The coefficient of
determination for this case affirms that Equation (3.1)
explains the variation in the nutation angle as a func-
tion of the footprint length in the RPP with a 99%
level of confidence (Figures 5 and 6). Using
Equation (3.1), the relation between the projectile
footprint measured in the RPP and the shooting dis-
tance is analyzed below,

In Table 1, P is the period between two consecu-
tive maxima while the torque p is calculated with
the stability coefficient and the factor d, whereas L
is calculated with «w,, (percentage error of 5%).

The magnitudes of the precession and nutation
frequencies are adjusted o expected values with a
coefficient of determination that on average has an
81% level of confidence, as shown by the aero-
dynamic results obtained from the general test and
from the plots. The average value is obtained from
the analysis of 150 targets studied.

The deviations for non-controlled situations in
the quantitative analysis of the data recorded for the
target footprints relative 1o expected or theoretical
values are a consequence of environmental condi-
tions, such as the wind effect, and the time between
shots. This prevented the required stability of RPPs
from being fully achieved. Nevertheless, it is possible
to appreciate the damping of the projectile motion
from the relation of the nutation angle against the
shooting distance as shown in Figure 7.

To evaluate the results for the precession fre-
quency and stability, we considered solutions (2.9)
and (2.10) to the differential Equation (2.5) with
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Figure 5. Graphical determination of the rotation angle a
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parameter values filtted to the trajectory shown in
Figure 7. From the fitting curve, the gyroscopic sta-
bility factor for the barrel muzzle is obtained as
Si(x = 0) = —4.07 for the 9-mm calibre projectile
with an 89% level of confidence. This result is an
approximation of the dynamical stability under real
conditions, as seen in Figure 7, where the stability
factor is analyzed with respect to the shoot-
ing distance.

Further stability analysis is conducted for a dis-
tance ranging between 1m and 7m. The red curve
in Figure 7 has a trend similar to the theoretical
trend. Table 1 shows that the projectile is generally
stable, with the stability coefficient fluctuating
between 1.33 and 2.50, which is accepted for low-
calibre ammunition [5].

It is appropriate at this point to comment on the
experimental resuits relating to Table 1, where the
calculated dynamical quantilies are given. The sta-
bility factor fits the theoretical predictions, as the
stability is greater than unity for subsonic projec-
tiles; i.e. has wvalues between 1.20 and 2.39.
Moreover, Figure 7 shows that the factor §; is pro-
portional to the square of the rotational speed of
the projectile, corresponding to the behaviour of a
projectile stabilized by rotation due to striation of
the weapon. This result agrees with theory that
establishes that projectiles without fins are generally
spin stable. However, the stability factor increases
for low-calibre projectiles, explaining the jump of
the curve in Figure 7. The results in Table 1 thus
suggest that the stability factor has a certain level at
3m and tends to oscillate with decreasing amplitude
from this distance until it approaches a constant
value with increasing distance, because there it is
still a nutation frequency, which vanishes at a dis-
tance of approximately 200 m [3].

The following presents relations obtained in the
experiments. First, experimental Equation (3.2)
describes the relation of stability versus the shoot-
ing distance, where the values 1.99 and 2.13,
respectively, correspond to values of x that deter-
mine the amplitudes of oscillation, showing that
the curve fits the theoretical parameters [5] with
an 89% level of confidence. It is worth clarifying
that there is dynamical stability when §; > 1 (the-
oretical value §; > 1.33) while the graphical inter-
pretation of the aerodynamic jump between 1.00
and 2.50m suggests that this jump is due to the
chaotic nature of the motion at the beginning of
the trajectory (i.e. the ballistic wind). Therefore,
from (3.2), with x=0, we obtain § = —4.07,
which is in the expected range. After this event,
the projectile recovers its sinusoidal motion
around the centre of mass and must continue tan-
gent to the trajectory.

The relation of stability versus the shooting dis-
iance is

S(x) = 1.96 + 57.44¢ ™09 sin [n (x—IZiOS)] (3.2)

Second, Figure 8 presents the adjusted curves for
the precession and nutation frequencies as functions
of the shooting distance. These angular motions
confirm that the centre of mass tends to follow the
precession and nutation movements that the pro-
jectile tip describes, as seen in Figure 1. The preces-
sion reaches a minimum when the nutation reaches
a maximum and vice versa as the shooting distance
with respect to the RPP varies. It is considered for
this experiment that the tip of the flying projectile is
in a state of iow nutation that approximates it in a
small ¢ to the horizontal plane. The relations of the
angular frequencies of nutation and precession with
the shooting distance in Figure 8 are respectively,

—1.452
W, = 3045.693 + 303.244 sin [n (AZT)} (3.3)

@p = 546.022 + 300.652 sin [n (’%f—;g)] (3.4)

A value of 3037.38 5™ is read for the angular fre-
quency of nutation in contrast with the value of
554.27 57" for precession. The adjusted value for the
nutation frequency is 3054.01s7", in contrast with a
value of 537.77s! for the precession frequency
with an 819% level of confidence. These results show
clearly that the slow circular motion corresponds to
the angular frequency of precession and the fast cir-
cular motion corresponds to the angular frequency
of nutation as is predicted by theory [5].
Additionally, Figure 8 shows a dependence of these
frequencies on the shooting distance due to stability.

Third, Figure 9 and Table 1 show that the oscilla-
tion period of the projectile remains between 0.0022
and 0.0029s as the shooting distance varies. The
periods for shooting distances between 1 and 3 m

3500 1 ’
so00] | I .
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NS,
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Shooting distance (m)

Figure 8. Nutation frequency (upper series) and precession
frequency (lower series) as functions of the shoot-
ing distance.
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are between 0.0024 and 0.0023 s, indicating that the
period is at an average amplitude of the curve and
therefore showing stability. After 4 m, the curve
destabilizes, suggesting that external factors affect
the experimental results. The relation between the
oscillation period and shooting distance is

x—2.6600
P{x) = 0.0023 + 6.3340sin’ | 7| ——— 3.5
{x) = 0.0023 + sin [n( 53190 )] (3.5)

The oscillation period has a minimum value of
0.00225s and a maximum value of 0.00234 s, with a
70% level of confidence according to the fit-
ting curve.

Finally, the relationship found between the
moment and shooting distance is shown in Figure 10.
The proposed model expressed by Equation (3.6)
explains with a 68% level of confidence the variation
in the torque as a function of the shooting distance.
The experimental fitted value for the moment is
0.497Nm, which is comparable to the theoretical
value of 0.473Nm [2]. The model thus explains the
theoretical and experimental behaviours with an error
of 5.07% approximately. The proposed model is

—2.470
p{x) = 0.484 + 0.196sin’ [H(XSW)] (3.6)

It is interesting to examine the experimental
results of the torque-stability relationship, highlight-
ing that the variables are counterposed and that the
projectile is docile. §; is, therefore, the solution to
differential Equation (2.5). We thus confirm the
exterior ballistics theorem [3] and the validity of
the experiment.

Conclusion

Through Riemann projection, the vector Euler equa-
tion was reduced to a nonlinear differential equation
of a single complex variable. This equation was
solved implementing the constant module approxi-
mation [1]. The obtained solution is the sum of two
vectors rotating on a complex plane. The vector
having the greatest magnitude rolates at lower angu-
lar velocity while the shorter vector rotates at higher
angular velocity. The speed of precession corre-
sponds to the speed of rotation of the vector of
greater magnitude, while the speed of nutation cor-
responds to the difference in speed between the
two vectors.

Analysis of the results of experiments designed
for a projectile revealed that, on the basis of the the-
ory and experimental data obtained from the projec-
tile’s footprint at the RPP (e.g. the length and
shape), for distances greater than 1m, the same
obliquity characteristics are found regardless of the
distance or direction of the shot.
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Analysis of the curves of the frequencies of nuta-
tion and precession described the arrival of the pro-
jectile at the target and determined the trajectory
through the target, whether it be ascending,
descending, or level, as shown in Figure 8. The pro-
posed methodology contrasts with methods used
commonly in certain areas; i.e. judicial procedures
that conclude the origin of the shot from the direc-
tion provided by the contusion are a priori results.

Physical and mathematical descriptions of the
projectile mavement, in gencral terms, present cer-
tain difficulties, because motion descriptions corres-
pond to complex differential equations whose
solution is determined by environmental conditions.
The simplified solution of these equations depends
on gyroscopic movement, the phenomenon of drift
and re-elevation.

The nutation angle and precession in RPPs were
measured to quantify the gyroscopic stability in the
aerodynamic model of a 9-mm calibre projectile.
Experimental data were plotted with respect to the
shooting distance, with coefficients of determination
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Figure 9. Oscillation period as a function of the shoot-
ing distance.
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ranging between 0.68 and 0.87. These values indi-

cate the explanatory capacity of the fit correspond-
ing to Equation (3.2) and characterize a projectile at.
a target.

The experimental data and the calculations made
for the 9-mm calibre projectile reveal that the num-
ber of rotations per nutation cycle is a linear func-
tion of the ratic between the precession and
nutation velocities and the average angle of inclin-
ation of the projectile axis. This finding agrees with
the literature on external ballistics and the resuits of
previous work {1}. :

When single-projectile impacts are presented,
it is necessary to determine the direction of
arrival and other possible factors to reconstruct
events for the purposes of judicial investigation.
The nutation and precession movements are not
observable empirically from the projectile foot-
print because these movements cannot be regis-
tered using high-speed cameras or computer
software. The analysis conducted in this work is
applicable to the relation of the shooting distance
versus the Euler angle.

Meanwhile, evidence relating to the contusion
line, the distribution of embedded powder grains
and black smoke are criteria only used for detona-
tions made at close distance. At larger distances, the
direction of entry into the target is determined by
the shape that suggests the obliquity of the entrance
of the projectile to the surface of impact. These cri-
teria must be re-evaluated because distances greater
than 1 m have the same characteristics of obliquity
in the contusion because the phenomena of nutation
and precession generate the same shapes of entry in
the target for different distances and directions
(Figure 8).

i (57 &
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ABSTRACT

Analysis of crime scenes involving single-fire-gun projectiles requires the determination of
the direction of arrival of a projectile at the target and cther factors to reconstruct events.
The movement of a projectile can be analyzed by applying Euler's equations to a solid sym-
metrical rigid body. The present work starts from a Newtonian reformulation of these equa-
tions to show that, in the presence of a gravitational field, the system can be expressed
with a complex variable nonlinear equation, where the inclusion of small nutation variables
allows us to find possible solutions. As a particular case, we analyzed the movement of a
9-mm projectile fired from distances greater than 1m to demonstrate that the direction of
arrival of the projectile at the target cannot be traced by a stick placed in the target hole, as
is usually performed in crime investigations. A series of shots were fired from distances vary-
ing between 1m and 7m. Impact data were recorded on Riemann planes of projection for
the description of nutation and precession motions, allowing the observation of the motion
dynamics of the projectile. We show that the direction of arrival at the target can be deter-
mined approximately from the analysis of the nutation and precession curves through
Riemann planes of projection. The results presented in this work will allow more accurate
judgements to be made in judicial investigations. '
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Introduction sclution to the equation can be found and modified
to include the movement of the projectile [1].
Projectile motion can be explained theoretically
in an approximate way using the Lagrangian formu-
lation of Newtonian mechanics. However, this

explanation remains imprecise and incomplete. The

1t is a fundamental matter to determine the charac-
teristics of shots fired in scenarios where firearms
have been used. The correct determination of these
characteristics allows a more accurate investigation
that identifies a possible location from which shots

have been fired and the firearm used. The estimation
of the bullet trajectory traditionally starts by placing
a fibreglass rod into the bullet hole of the target.
Although this procedure is inaccurate, it is, at least,
possible to infer geometrical parameters that can be
used in rebuilding the kinematics {i.e. both trajectory
and tumbling movement} of a projectile.

Euler equations or their Newtonian, Lagrangian
and  Hamiltonian  reformulations  are
emploved to describe the movement of a symmetric
solid body, namely a bullet. Previous work [1]
showed that in the presence of dissipative forces and
a gravitational field, such equations can be reduced
1o a nonlinear equation over the components of the
Riemann stereoscopic projection of the main vector
on a plane tangent to the tip of the projectile in the
direction of the gravitational field. Under the
approximation of small-amplitude

usually

nutations, a

projectile motion exhibits a more intuitive physical
richness in that it is not limited to elliptical motion
but also presents nutation and precession move-
ments. Such motions of nutation and precession are
not well described by less-elaborated formulations of
mechanics. The study of such nutation and preces-
sion is important in that it allows us to describe the
precise path followed by the projectile and the initial
conditions of the shooting.

There are no reports of the described experimen-
tation or quantification and qualification of ballistic
elements for different-calibre projectiles because the
experiments are expensive and difficult to process
with the authorities. The police and army are the
only parties allowed to possess high-calibre weapons
and ammunition. It is thus difficult for a civilian or
academic institution to conduct experiments cven
thaugh experimental techniques will be casily repro-
ducible if bureaucratic obstacles are overcome.
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The aim of the present work is to show that the
gyroscopic motion of a bullet fired by a firearm dir-
ectly shapes the figure of the target hole, contradict-
ing conclusions that might be made about the
trajectory on the basis of the aforementioned rod
procedure. Therefore, another degree of freedom is
added to the problem of the trajectory that must be
resolved in subsequent investigations.

We compare the description of the motion of a
commercial gyroscope that exhibits epicyclic move-
ment with the same motion of a 9-mm buliet in
flight and over Riemann planes of projection (RPPs).
To this end, we examine the incidence of projectiles
into targets using the data of experiments and ballis-
tic tests. Such data reveal the nutation and precession
movements, which are generally observed in compu-
tational simulations but not experimentally.

The present paper is arranged as follows. The
second section presents the methodology imple-
mented and describes the experiment and its theor-
etical framework. The third section summarizes our
main findings. The fourth section discusses the
results and presents conclusions.

Materials and methods

Euler equations are used to establish the relationship
among the distance, direction of firing by the firearm
and the projectile entrance footprint. This paper presents
an experiment that, on the basis of the footprints of pro-
jectiles on RPPs, reveals that the initial firing conditions
and the trajectory may not coincide with the projectile
entry angles in the target for any firing distance.

Description of the experiment

Twenty-five sheets of straw cardboard were used as
RPPs. The sheets had low impact resistance so to
smoothly destabilize the projectile and produce a
clear footprint. The RPPs each had an area of
17.5cm by 25cm and a thickness of 0.095 mm. The
RPPs were placed at intervals of 25cm. There was a
sequence of 25 planes per round of firing. In this
way, a clear bullet footprint was registered for each
plane, allowing the extraction of all required informa-
tion. The shooter was initially located 1 m from the
first RPP in the sequence, and the distance between
the shooter and the first RPP was then increased in
intervals of 1 m to a final distance of 7 m.

Angles and longitudes were directly measured
using digital calibrators for all footprints, giving the
plane of incidence of the projectile or RPP. Figure 1
presents measurements of the size of the footprint
made by the projectile and the angles that allow the
determination of the quantities associated with pre-
cession and nutation from the projectile profile.

(bt
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Equations of mation and parametrization for the
projectile case

The complete motion of the projectile is determined
by the forces and torques acting on the projectile
(Figure 2). All these effects determine the conditions
of motion of the projectile’s centre of gravity.

Inside a gun, the advance of the projectile is
guided by the bore of the barrel. The bore imprints
a rotation motion on the projectile using several
helical guiding fields with left and right inclinations.
The bullet faces environmental perturbations when
it leaves the barrel muzzle. The bullet continues to
travel with an attack vector, resulting in an aero-
dynamic re-elevation phenomenon that vanishes
inside the weapon. Such perturbations are due to
the interactions of gases in the muzzle and the local
atmospheric air over a short time interval, which is
known as the ballistic wind phenomenon {2].

As the projectile travels through air, the motion
of the centre of gravity is determined by Newton’s
second law (Equation (2.1)):

mv = Fw + Fg + F + Fu. 2.1

Air resistance generates forces and moments that

act on the projectile and can be determined

Figure 1. Vectoral diagram showing the attack vector and
its relationship with angles and angular velocities.

Figure 2. Diagram of the principal forces acting on a pro-
jectile. F is the fifting force, Fy is the aerodynamic friction,
@ is the rotational velocity component along the ey axis, ji
is the aerodynamic torque, and =z is the angle of attack. ,
and C, are the centres of gravity and lift, respectively.



experimentally  using coefficients.
These coefficients are not necessarily constant and
can be expressed as complex polynomial functions,
which in turn depend on the projectile attack angle
and variables dependent on the Mach number (0.94
for 9-mm ammunition). Aerodynamic coefficients
are usually evaluated in subsonic and supersonic
tunnels depending on the case [3].

To better understand the characteristics of a fly-
ing projectile, additional concepts, such as those
determining docility and stability, must be consid-
ered because these characteristics arc what make
cach flving projectile unique [3].

The projectile stability depends on the rotation
speed, which must be adjusted such that the effects
of the medium, such as air and gravity, do not turn
the direction of the tangent axis &' away from the tra-
jectory. This is how damped gyroscopic motion is
generated. Despite environmental interactions, the
deviation of the 1ip of the projectile is negligible if the
docility is small, which we can ensure. In such a case,
the docility is due only te nutation and precession.
The projectile is said to be stable if it does not turn
under environmental effects. Docility is defined as

acrodynamic

- 2g I;S;
or— .
v \ H

(2.2)

Attack vector and essential stability of
the projectile

A projectile moving around its centre of mass has a
rotational velocity & with two components, i.c. the
rotational velocity around the principal rotation
axis, 73, due to the projectile’s own rotation and
the transversal or perpendicular  component
that is in the plane formed by &, and &;, denoted
o)) = 3y 4 @y (Figure 1).

When a rigid body rotates around a principal
inertial axis, the angular momentum I, is parallel to
the angular velocity @ and is always directed along
the rotation axis. For a symmetric rigid body with
5y = I, the angular momentum can be written as
the sum of longitudinal and transversal angular
momenta:

(2.3)

L= 13(’53 "'IT'II(BJ_-

The projection plane is perpendicular to the &,
axis while the principal axis 2, of the projectile
describes the motion of the projectile in the RPP.
The attack vector, d, is located on the RPP and cor-
responds to a vector radius that extends from the
cut of the €; axis with the RPP to the point of inter-
section of ¢ with the same plane.

Starting with the Euler equation, it is possible to
determine the exact solution in particular cases
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under certain approximations. Here, the procedure

is applied to the case of a projectile [4]:
T=13+16 +Q x 1. (2.4)

A differential is obtained using Equation (2.3) for

small angles (i.e. cos = 1} and letting a = Ac™ [1]:

fsa — ilza — pa = 0. {2.5)
The solution is
i3 im
i i s (2.6)

2l

Two types of solution are obtained for the above
equation in the case of a projectile.

e If the eguation discriminant is positive, a com-
plex solution for § with a positive real part and
null imaginary part is obtained. This corresponds
to a function that grows indefinitely with time.
In conclusion, as the moment increases, the pro-
jectile rotates through n radian, resulting in the
tip moving backwards and the base moving in
the direction of motion. The motion thus
becomes unstable.

s If the equation discriminant is negative, then two
imaginary roots are obtained and the solution to
Equation (2.5} becomes

Sy = ik(1d). (2.7}

where

k=13/(212) and d = /1 - 4y /L3,

The more gencral solution to Equation {2.5) is

a= ﬂp(_‘i(‘ql‘f'—d’i‘) + anei("‘nf"‘ﬁn), (28)

where the first term represents a rotating vector
having amplitude a; and angle wyt + ¢, that varies
with time while it rotates around the centre of
gravity with slow circular motion at what is called
the precession angular velocity. The second term
represents another rotating vector of amplitude a,
and angle w,f + ¢,, which is in the extreme of the
a, vector, with a faster twist, presenting a circular
motion with what is called the nutation angular
frequency. There is more than one lap of the
second vector for each lap of the first vector. The
vector obtained by summing the first and second
vectors is therefore the attack vector d, which
rotates through an angle ¢ as shown in Figure 1.
d, therefore, determines the resulting motion of
the projectile tip and the epicyclic trajectory on the
RPP. The angle ¢ does not coincide with the pre-
angle, cxcept when  the
angle vanishes.

cession nutation
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The solutions of wy, and w, are complex solu-
tions of the precession frequencies w, (Equation
(2.9)) and nutation (Equation (2.10)), with the con-
dition w;, — w, — wp where wy, < w,. The equation
of motion of the gyroscopic movement is thus given
by Equation (2.5), for which the constants a, and a,
correspond to complex numbers that are determined
from the initial conditions

wp = k(1-d),
wy = k(1 + d).

(2.9)
(2.10)

As a consequence, stability of the projectile
demands that the discriminant of Equation (2.5)

must be negative; ie. 4hp-IEwi<0 or
equivalently
S = 5 > (2.11)
ST 4l ’

where §; is referred to below as the gyroscopic sta-
bility coefficient. It is concluded from the above that
the projectile is stable if $; = wl/(4lp). This is to
say, a projectile is stable if its stability coefficient is
greater than 1, as will be shown experimentally. As
the projectile has gyroscopic motion, the precession
and nutation motions can be calculated experimen-
tally. Likewise, the value of the angle that corre-
sponds to the rotating vectors, having amplitudes a,
and a,, respectively given by Equations (2.9} and
(2.10) for the limit fl3 — 0. The geometric interpret-
ation of the motion described by Equations (2.9)
and {2.10) allows the plotting of the projectile tip
motion (Figure 3). In the case of the projectile, epi-
cyclic motion appears only with apices facing
inwards. It is thus affirmed that the projectile tip
describes a gyroscopic motion, represented by a flat
curve in the RPPs (Figure 3), with apices facing
inwards, tangent to a sphere that has as its origin at
the projectile centre of gravity and a radius that is
the distance from the centre of gravity to the tip.
(The centre of gravity is located at one-third of the
projectile longitude from the base of the projectile,
as determined by the conical symmetry.}

H =
M

Figure 3. Graphical interpretation of the gyroscope solution.
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Results

On the basis of previousty developed theoretical
models [1], we obtained a set of results in gyroscope
and projectile experiments. In the case of a project-
ile that we are dealing with here, an experimental
assembly is made for different parameters and dif-
ferent shooting distances, which are analyzed in the
following manner.

» The angles of precession and nutation are plotted
against the shooting distance in meters.

s Precession and nutation frequencies are deter-
mined from those plots.

+ With information on ballistics taken from the lit-
erature, the projectile rotation frequency and
aerodynamic cocfficient are obtained for com-
parison of the theoretical torque with the experi-
mental torque [2].

e The number of loops per lap, given by N =
/Wy, is calculated from the data in Table 1,
which were experimentally obtained for the 9-
mm projectile. This definition is fulfilled by
both the gyroscope and projectile and the angu-
lar frequency between the fast and slow vectors.
The time between two amplitude maxima is
given by P =2n/w,, while the period for the
slow vector is Py = 2m/w,. From the experimen-
tal data, we calculate N =2d/(1-d) only for
the projectile [3].

The stability coefficient given by Equation (2.11)
allows the determination of the docility given by
Equation (2.2). From the calculation of this param-
eter and using ballistic data obtained from the tech-
nical specifications of the gun and projectile and
measurements of the RPPs, the value of d is
estimated as d = ,/1—1/S,. The determination
of the precession angle ¢ yields w = Iyw/(21;),
i =Rw?/(4DS;). The step of the gun striation
n = 27ve/w according to Equation (2.4} (Figure 4).

To obtain the information needed 1o perform the
calculations using the aforementioned equations, it
is necessary to determine the attack angles of the
footprints left by the projectile on the RPPs, the
lengths of bullet heoles, and the distance between

Table 1. Dynamic quantities calculated from measurements
of the target.

Shooting

distance {m}  §; stability eap [s7')  eny (s} PUs) g (Nm)
1 1.20 572.389 2940798  0.0024 0.582
2 1.29 964.135 2635.205 0.0023 0526
3 239 407.817 3191.523  0.0024 0.458
4 1.99 298031 3301309 0.0022 0.621
5 2.05 553498 3045842 0.0026 0.699
6 1.77 772.265 2827.075 0.0029 0.602
7 1.9 638,573 2960.767  0.0028 0.557




Figure 4. Dynamical axis of rotation and angles ¢, » and &
for the 9-mm projectile in flight.

tangential points for different angles. With the data
obtained for the footprint direction and longitude
on the RPPs, the relationship between the longitude
and direction is established to determine the curve
with the profile of a real projectile and the separ-
ation of tangential points is measured for different
angles as shown in Figure 5. With this information,
we fit a curve to the data (Figure 6), where the vari-
ation in the projectile footprint with a variation in
the attack angle is seen, resulting in the explicit rela-
tion expressed by Equation (3.1). The curve in the
tigure has a linear behaviour with the footprint data
given in millimetres. The relation is

7(L) = B8.34L —(81.97+0.01), (3.1)

where L is the footprint length. The coefficient of
determination for this case aftirms that Equation (3.1)
explains the variation in the nutation angle as a func-
tion of the footprint length in the RPP with a 99%
level of confidence (Figures 5 and 6). Using
Equation (3.1), the relation between the projectile
footprint measured in the RPP and the shooting dis-
tance is analyzed below,

In Table 1, P is the period between two consecu-
tive maxima while the torque g is calculated with
the stability coefficient and the factor d, whereas L
is calculated with w1, (percentage error of 5%).

The magnitudes of the precession and nutation
frequencies are adjusted to expected values with a
coefficient of determination that on average has an
81% level of confidence, as shown by the aero-
dynamic results obtained from the general test and
from the plots. The average value is obtained from
the analysis of 150 targets studied.

The deviations for non-controlled situations in
the quantitative analysis of the data recorded for the
target footprints relative to expected or theoretical
values are a consequence of environmental condi-
tions, such as the wind effect, and the time between
shots. This prevented the required stability of RPPs
from being fully achieved. Nevertheless, it is possible
to appreciate the damping of the projectile motion
from the relation of the nutation angle against the
shooting distance as shown in Figure 7.

To evaluate the results for the precession fre-
quency and stability, we considered solutions (2.9)
and (2.10) to the differential Equation (2.5} with
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Figure 5. Graphical determination of the rotation angle «
according to the tangent to the trajectory.
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parameter values fitted to the trajectory shown in
Figure 7. From the fitting curve, the gyroscopic sta-
bility factor for the barrel muzzle is obtained as
Ss(x =0) = —4.07 for the 9-mm calibre projectile
with an 89% level of confidence. This result is an
approximation of the dynamical stability under real
conditions, as seen in Figure 7, where the stability
factor is analyzed with respect to the shoot-
ing distancc.

Further stability analysis is conducted for a dis-
tance ranging between 1 m and 7m. The red curve
in Figure 7 has a trend similar to the theoretical
trend. Table 1 shows that the projectile is generally
stable, with the stability coefficient fluctuating
between 1.33 and 2.50, which is accepted for low-
calibre ammunition [5].

1t is appropriate at this point to comment on the
experimental results relating to Table 1, where the
calculated dynamical quantities are given. The sta-
bility factor fits the theoretical predictions, as the
stability is greater than unity for subsonic projec-
tiles; ie. has values between 1.20 and 2.39.
Moreover, Figure 7 shows that the factor §; is pro-
portional to the square of the rotational speed of
the projectile, corresponding to the behaviour of a
projectile stabilized by rotation due to striation of
the weapon. This result agrees with theory that
establishes that projectiles without fins are generally
spin stable. However, the stability factor increases
for low-calibre projectiles, explaining the jump of
the curve in Figure 7. The results in Table 1 thus
suggest that the stability factor has a certain level at
3m and tends to oscillate with decreasing amplitude
from this distance until it approaches a constant
value with increasing distance, because there it is
still a nutation frequency, which vanishes at a dis-
tance of approximately 200 m [3].

The following presents relations obtained in the
experiments. First, experimental Equation (3.2)
describes the relation of stability versus the shoot-
ing distance, where the values 1.99 and 2.13,
respectively, correspond to values of x that deter-
mine the amplitudes of oscillation, showing that
the curve fits the theoretical parameters [5] with
an 89% level of confidence. It is worth clarifying
that there is dynamical stability when S > 1 (the-
oretical value S > 1.33) while the graphical inter-
pretation of the aerodynamic jump between 1.00
and 2.50 m suggests that this jump is due to the
chaotic nature of the motion at the beginning of
the trajectory (i.e. the ballistic wind). Therefore,
from (3.2), with x=0, we obtain §, = —4.07,
which is in the expected range. After this event,
the projectile recovers its sinusoidal motion
around the centre of mass and must continue tan-
gent to the trajectory.

Céd\

The relation of stability versus the shooting dis-
tance is

§(x) = 1.96 + 57.44¢ */*¥ gin [n (xwlzl.os)] (3.2)

Second, Figure 8 presents the adjusted curves for
the precession and nutation frequencies as functions
of the shooting distance. These angular motions
confirm that the centre of mass tends to follow the
precession and nutation movements that the pro-
jectile tip describes, as seen in Figure 1. The preces-
sion reaches a minimum when the nutation reaches
a maximum and vice versa as the shooting distance
with respect to the RPP varies. It is considered for
this experiment that the tip of the flying projectile is
in a state of low nutation that approximates it in a
small ¢ to the horizontal plane. The relations of the
angular frequencies of nutation and precession with
the shooting distance in Figure 8 are respectively,

D, = 3045.693 + 303.244 sin x—1452 (3.3)
t = . . 11 .
" 2.152

~0.816
e = 546.022 4 300.652sin [n (sz')] (3.4)

A value of 3037.38 5" is read for the angular fre-
quency of nutation in contrast with the value of
554,275 ' for precession. The adjusted value for the
nutation frequency is 3054.01s ', in contrast with a
value of 537.77s' ! for the precession frequency
with an 81% level of confidence. These results show
clearly that the slow circular motion corresponds to
the angular frequency of precession and the fast cir-
cular motion corresponds to the angular frequency
of nutation as is predicted by theory [5].
Additionally, Figure 8 shows a dependence of these
frequencies on the shooting distance due to stability.

Third, Figure 9 and Table 1 show that the oscilla-
tion period of the projectile remains between 0.0022
and 0.0029s as the shooting distance varies. The
periods for shooting distances between 1 and 3 m

01 |
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Figure 8. Nutation frequency (upper series) and precession
frequency {lower series) as functions of the shoot-
ing distance.



are between 0.0024 and 0.0023 s, indicating that the
period is at an average amplitude of the curve and
therefore showing stability. After 4 m, the curve
destabilizes, suggesting that external factors affect
the experimental results. The relation between the
oscillation period and shooting distance is

_ (x—2.6600
P(x} = 0.0023 — 6.3340sin? |1 | ——nm } | (3.5)
8.8190

The oscillation period has a minimum value of
0.002255 and a maximum value of 0.00234s, with a
70% level of confidence according to the fit-
ting curve.

Finally, the relationship found between the
moment and shooting distance is shown in Figure 10.
The proposed model expressed by Equation (3.6)
explains with a 68% level of confidence the variation
in the torque as a function of the shooting distance.
The experimental fitted value for the moment is
0.497 Nm, which is comparable to the theoretical
value of 0.473Nm [2]). The model thus explains the
theoretical and experimental behaviours with an error
of 5.07% approximately. The proposed model is

s x—2.470
p(x) = 0.484 4 0.196sin” [n (T..)] (3.6)
5.374

It is interesting to examine the experimental
results of the torque-stability relationship, highlight-
ing that the variables are counterposed and that the
projectile is docile. S, is, therefore, the solution to
differential Equation (2.5). We thus confirm the
exterior ballistics theorem [3] and the validity of
the experiment.

Conclusion

Through Riemann projection, the vector Euler equa-
tion was reduced to a nonlinear differential equation
of a single complex variable. This equation was
solved implementing the constant module approxi-
mation |1]. The obtained solution is the sum of two
vectors rotating on a complex plane. The vector
having the greatest magnitude rotates at lower angu-
lar velocity while the shorter vector rotates at higher
angular velocity. The speed of precession corre-
sponds to the speed of rotation of the vector of
greater magnitude, while the speed of nutation cor-
responds to the difference in speed between the
two vectors.

Analysis of the results of experiments designed
for a projectile revealed that, on the basis of the the-
ory and experimental data obtained from the projec-
tile’s foolprint at the RPP (eg. the length and
shape), for distances greater than [m, the same
obliquity characteristics are found regardless of the
distance or direction of the shot.
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Analysis of the curves of the frequencies of nuta-
tion and precession described the arrival of the pro-
jectile at the target and determined the trajectory
through the target, whether it be ascending,
descending, or level, as shown in Figure 8. The pro-
posed methodology contrasts with methods used
commonly in certain areas; i.e. judicial procedures
that conclude the origin of the shot from the direc-
tion provided by the contusion are a priori results.

Physical and mathematical descriptions of the
projectile movement, in general terms, present cer-
tain difficulties, because motion descriptions corres-
pond to complex differential equations whose
solution is determined by environmental conditions.
The simplified solution of these equations depends
on gyroscopic movement, the phenomenon of drift
and re-elevation.

The nutation angle and precession in RPPs were
measured to quantify the gyroscopic stability in the
acrodynamic model of a 9-mm calibre projectile.
Experimental data were plotted with respect to the
shooting distance, with coefficients of determination
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Figure 9. Oscillation period as a function of the shoot-
ing distance.
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ranging between 0.68 and 0.87. These values indi-
cate the explanatory capacity of the fit correspond-
ing to Equation (3.2) and characterize a projectile at
a target.

The experimental data and the calculations made
for the 9-mm calibre projectile reveal that the num-
ber of rotations per nutation cycle is a linear func-
tion of the ratio between the precession and
mutation velocities and the average angle of inclin-
ation of the projectile axis. This finding agrees with
the literature on external ballistics and the results of
previous work [1].

When single-projectile impacts are presented,
it is necessary to determine the direction of
arrival and other possible factors te reconstruct
events for the purposes of judicial investigation.
The nutation and precession movements are not
observable empirically from the projectile foot-
print because these movements cannot be regis-
tered wusing high-speed cameras or computer
software. The analysis conducted in this work is

applicable to the relation of the shooting distance

versus the Euler angle.

Meanwhile, evidence relating to the contusion
line, the distribution of embedded powder grains
and black smoke are criteria only used for detona-
tions made at close distance. At larger distances, the
direction of entry into the target is determined by
the shape that suggests the obliquity of the entrance
of the projectile to the surface of impact. These cri-
teria must be re-evaluated because distances greater
than 1 m have the same characteristics of obliquity
in the contusion because the phenomena of nutation
and precession generate the same shapes of entry in
the target for different distances and directions
{Figure 8).
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Ecuaciones de Euler y el Movimiento del Trompo
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IZn este irabajo hacemos nna revisién diddctica de las eenaciones de Buler para el enerpo igidn
siméirico. Moslramos que ausencia de Muerzas disipalivas ¥ en presencia del campo graviiacional
las ecuaciones de Kuler se pueden escribir como una ecuacidn no lineal sobre las componentes
de la proyeccion esterensedpica de Riemman del vecior principal en un plano tangente al polo
en direccion del campo gravitacional. Finalinenie bajo la aproximacion de nutacion de peguena

amplitud se encuentra solucidn a dicha ecuacion.

Pescriplores: Movimiento del trompo, Ecuaciones de Euler.

Keywords:

PACS: 42.25.Gy, 42.25.Lc.

I. INTRODUCCION

El movimiento del trompo siempre ha creado curiosi-
dad a todas las generaciones de fisicos, basicamente
cn relacién a la estabilidad gue parece adquirir con el
movimiento rotacional. Desde Enler se conoce hien la
dindmica de este movimicnto y son innamerables los arte-
factos que se han constrnide aprovechando estas carac-
teristicas de los cnerpos en rotacién. No es desconocido
¢l uso de girdscopos en los sistcnas de navegacion de alta
confiabilidad.

Aunque La teoria Newtoniana del movimiento puede
explicar este comportamiento, las ecuaciones de Newton,
gue para un cuerpo rigido toman la forma de las ecua-
ciones de Euler, son, generalmente, de dificil solucion. La
forma usual de hallar la solucidn al movimicento de un
cucrpo rigido es a través de la fornmlacion Lagrangiana,
que corresponde a una primera integral de las ecnaciones
de Enler, y hace explicita, ademas, las cantidades conser-
vadas asociadas a las simeirias del problema. Sin embar-
go, el movimicnio del trompo exhibe una riqueza fisica de
caracter mas intuitivo, tal que en las formulaciones mas
claboradas de la mecanica tiende a ocultarse. En este tra-
bajo, nos centraremos en las ecnaciones de Fuler, desde
la formulacion primigenia de la mecdnica y en la solucion
de dichas ecuaciones.

El articulo esta organizadn de la signiente forma: En
la seccion IT se hace una breve discusion acerca de los sis-
temas de referencia en los cuales las ecnaciones de Euler
son validas. En la seccién IIT se escriben las ccuaciones
de Euler para el frompo simétrico en el plano comple-
jo, donde la variable que da cuenta del movimiento el
solido correspomde a la proyeccidn de Ricimnan de vee-
tor unttario en a direecidn del aje principal del frompo.
En la seceidn 1V se soluciona la renacion del trompo en
el regimen adiabético ¥ se modela la friccién y ¢l efecto
Magnus. En la seccién V se reportan las experiencias con
un girdscopo comercial en el que se trata de corroborar
las predicciones del modelo ntilizando un apuntador laser

ubicado en forma estritegica para visualizar la proyec-
cién de Riemamn en el plano horizonial. Por altima en 1a
seccidn VI se hace un andlisis de los datos ¥ sc dan las
conclusiones.

Il. ECUACIONES DE EULER

El cuerpo rvigido cs un sistema de nmchas partica-
las donde la distancia relativa entre cada par de ellas
es supuesta constante, esto permile describir complein-
mente el movimiento del cuerpo con seis grados de liber-
tad. Tres de estos se pueden asociar con el movimiento
del centro de masa y los olros tres con el movimiento
del cuerpo alrededor del centro de masa, movimieios
que, respeciivamente, corresponden a los de traslacion v
rotacion del cuerpo.

La dinsuinica del centro de masa se vige por las ceun-
riones de Newton para una partienla puninal. en tanto
aue el movimiento de rotacion, alvededor del centro de
masa, se rige por las ecuaciones de Euler.

Las ecuaciones de Euler se han venido expresando on
dos marcos de referencia, que parecen dar lugar a dos
puntos de vista diferentes en cnanto a su interpretacion.
En el primer punto de vista, (1} las ecuaciones estdn
dadas para nn sistema no rotante cuyos ejes coinciden
instantAncmmeute con los ajes principales del encrpo; on
el segundo punto de vista, (2] se dice que Ias ecnaciones
son vilidas para un sistema fijo al cuerpo, ¢l cual rofa
con él. Para entender bien el origen de esta discrepan-
cia, deduciremos las ecuaciones de Eunler en cada uno e
aquellos sistemas.



A. Desde un sistema no-rotante ubicado en el
centro de masa

Las ecuaciones de Newlon para ol movimiento reia-
cional toman la forma

F=1 (1)

doude 7 ¢s la suma de los torques que acthan sobre el
CHErpo, L ¢s el momento angular del cnerpo ¥ ¢l punio
arriba de este sipnifica derivada temporal. Estos vectores
en goneral deben estar expresados con respecio al origen
de i sistena inercial. Sin embargo en particalar pueden
ser expresacdos con respecto un sigtema no rotaunke con
origen en el contro de masa del enerpo. Lo anterior es
posible pnesto que las fuerzas inerciales que aparecen por
la aceleracidn del centro de masa son equivalentes a una
tnica fuerza cuva linea de aceidn pasa por el centro de
NAsA v opor fanto no ejerce Lorgque con respecto a este
Mmto,

Fat general el momento angular del cuerpo estd darlo
por la sua de log momaeittos angulares de cada particula
(que lo conforinan,

L= Z m, % 7. {2)

i

dondle 75 es la roordenada de la f-ésitun pariiouda de tiasa
mi,. con respecio al centro de masa. La velocidad de las
particulas en oste sistema se eseribe coamo 7 = 0 X 7,
donde & es la velocidad angular del cnerpo, gue es Ia
misma para cada punto sobre el cuerpo [3], por tamo el
momenio angilar se puede escribir cono

L=1a, (3)

donde.

I= -~ Z i (77 (4)

i

as ol tetsor inommenty de increia, La expresion @ corre-
gponde i nn tensor antisimetricn definido a travis de la
propicedac

(Fix)& =7 x . {5}

El momento de inereia. visto desde v sistema no rotante,
os una canticdad que varia con el ticmpo, puesto que las
coordenadas de Ias particnlas, relativas al centro de masa,
carhian continuamentie mientras el enerpo rota, por tan-
10 la derivacda del momento angnlar con respecto al ticin-
po tendra contribuciones tanto de Ta variacion de la ve-
locidad angular como de la del momento de mercia. La
derivada del momento de inercia se obtiene directamente
de la definicion (4) ¥ de la identidad de Jacobi para el
prodiucto veclorial;

(Fx) = (&% iy)% = (@x)(Ff =) = (FxMwx)
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para dar
T= (@) -I(@x)=[(Tx).]).

En funcidon del momento de inercia la ecuacidon de
movimiento (1) se escribe

F=wx L1 (6)

La ceuacidm (6) corresponde a las ecnaciones de Euler
para el enerpo rigido, En este aproximacion hemos con-
siderado que el origen del sisteia de coordenado esta en
el centro de masa del cuerpo y es no rotante, esto es, un
sistera gue aungue puede sor no inercial sus ejes coorde-
nados son siempre paralelos a los de un sisteina inercial.

B. Desde un sistema rotante

Cuando nos ubicamos en el contro de masa con uan sis-
tema no rotante, como vimos, las fuerzas inerciales que
aparecen no realizan torque, de esta lorma el andlisis de
las rolaciones alrededor del centro de nasa s independi-
et doe si este estd acclerado o no. Sin cmbargo, cuando
nos montanes en un sistema rotante, fijo al cuerpo, las
fuerzas inereiales, debido a la rofacion, pueden cansar un
Lorque neto,

Sea 5 un sistema inercial y §' un sistema cnyos ejes
coordenados estin rotados respecto a los de S, con los
origenes de coordenadas colncidenies en todo momento.
Llamaremos vecior, en relacidn a un sistama de refer-
encia, al arreglo matricial de las proyecciones de una
cantidad vectorial sobre los cjes coordenados de dicho
sistema. De acuerdo a ello el vector ¥ en el sistema in-
ercial corresponde al V7 del sistema rotado multiplicado
por una matriz de rotacién R, simbolicanenie escribiimos

V =RV (7)

Puesto que bajo una rotacion las magnitudes v los
dngulos entre veciores se preservan, R debe ser una ma-
triz ortogonal, esto ¢s, RRY = 1. 8i la matriz de rota-
ctones depende del tiempo la derivada temporal del vec-
tor en ¢ sistema inereial no corresponde a la rotacion
de la derivada del vector en el sistema rotado. Pode-
maos definir una derivada temporal covariante D; como la
darivada temporal que aplicada 2 w vector rotado cor-
responde a la derivada ordinaria del veclor en el sistema
incrcial. esto es un operador que cumple con la condicion

4G —rp7. ()
di
Lo ¢cual se tradince que enando la derivada covariante
aclia sobre vectores se comporta como

, ff e I ~
—R=—+R™R=—+x. 9
TR PR )

El iltimo términe de la expresidn anterior es posible
puesio que. por ser R ortogonal, ¢l producto RTR, s
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unia abriz antishnélrica, la coal a su vez se puede repre-
sentar en funcion de tres pardmetros indepeudicutes gqoe
permiten definir un vector, 0.

Para ver ¢l significado fisico de cste vector considere-
mos una particula en movimiento circular alrededor de un
eje que atraviesa el origen y con velocidad angular &. De-
notando por 7 la posicidn de esta particula en el sistema
de referencia inercial, su velocidad se escribe 7 = @ x 7. Si
10s montamos en un sistema de referencia rotante, donde
la partieila esté en toposo, o] veetor posicidn en este sis-
tema, 7 = RYF, tendra derivada temporal nula 7@ = 0,
por tanto, de acuerdo a (8) v (9), se tiene

G x 7=R({ x7) = (R) x (7, (10)

donde lhiemos usado el hecho que el producto vectorial
transforma como un vector bajo rotaciones. Como este
analisis es independiente det valor de 7 llegamos final-
mente a

-

N0=RTg

. (11)

Lo cual gniere decir que el vector gue aparece en la deriva-
da covariante corresponde al vector velocidad angular in-
stantdnea de rotacién del sistema S7, con respecto a un
sistema inercial pero visto desde S7.

De acuerdo a lo anterior, la ecuacién (1), para un sis-
toma rotante con velocidad instautdanea €2, se pnede s
cribir como

F =D =0x '+ (12)

En particular, si el cuerpo esta en reposo en el sistema
rotante entonces el tensor de inercia 1’ es constante y
Q = &' con lo cual la ecuacién anlerior se puede escribir
COomo

F=g" x L'+ 1, (13)

que tiene exactamente la misma forma que {G), excepilo
aque en este caso las cantidades estdan medidas desde of
sistema rotante fijo al enerpo.

C. Correspondencia de las dos interpretaciones

Ei andlisis anterior quicre decir que ambas futerpreta-
ciones de las ccuaciones de Euler son correctas, esto es,
la forma de las ecnaciones de uler son exactamente las
mismas, ianio en un sistema no-rotaute como ¢n un sis-
tema rotante fijo con el cuerpo, con origencs en el centro
de masa.

Sin embargo aunque la forma de las ecuaciones es In
misma ambos sistemas, la inferpretacidn fisica, ¢n cam-
bio, que se hace de cada térnino, depende del sistena
de referencia. Para darle /a interpretacion al #ériino
& % L' en el sistema rotante reescribimos la ecnacién
(1) haciendo use de (2) y la derivada covariante, de la
siguiente forma

(6Y

7= Z'm,-r; » Djt, {11)
1

donde la dertvada covariante segunda resulia sor

DI = +20x 7+ 0x (Ax )+ 0 x7.

Si el sistema rola fijo al cuerpo entonces las particulas en
ese sistema estan imnoviles ¥ se ticue :': =0y f’, =0. La
velocidad de rotacidn del sistema es en ese enso ol veeior
velocidad angular del enerpo en el sistema 87, por tauto
(14) se expande como

7= Zm,—r‘; x (@' x (&' x r‘j))—!—an"'} x &' % 5. (15)
i i

4

Vemos gque el primer sumando del lado derecho de Ia
ccuacion auferior es la smwma de los torques generados
por la fucrza centrifuga gque experimenta cada particu-
la al estar ol cuerpo en rotacion. Usando la idenridad
de Jacobi para este término, conchiimos gue finalinente
corresponde a & x L', Asi que, desde el punto de vista
del sistema rotante, el mowmenio de inercia no catbia,
y el prodncto vectorial entre la veloeidad angular v el
momento angnlar proviene de las fuerzas incrciales gque
aparecen por estar en un sistema no incrcial, mientras
gue desde el punto de vista del sistema no-rotante. nhi-
cado en el ceniro de masa, este producto proviene silo
de la variacion temporal del momenta de inerdia, v no de
las fuerzas inerciales.

Finalmente, sintctizamos esta discusion e la siguiente
wanera: ln expresion geperal. ¥ = D,.,E_. en ml sistenma
rotante con velocidad angular arbitrarvin. ¢ ustani anea.

02, (omitiendo las primas), se escribe
FT=1d+I5+0x13.

Eu particular, para ¢l sistema rotante ¢l praimer stmmando
del lado derecho se anula, en tanto que el tercer sumando
es el responsable del producto vectorial enire la veloci-
dad y el momento angulares. Para el sistoma no-rotane
la sitnacién se invierte. ol tercer snmandn es ¢nien se an-
ula, mieniras que ¢l primero es el responsabile de aquel
producto. Esto queda resnumido en la siguicute (abla

Sistema valor de Ilvalor de Q)
No rotante| [@x.T] 0
Rotante 0 w

De acuerdo a la tabla anterior vemos que b ecuacion de
movimiento tiene exactamente la misma forma en estos
dos sistemas. v son estos lus dos Unicos tipos de sistainas
donde son validas las cenaciones de Enler. eomo fas cono-
cemos, en su forma no covariante.

Tn clertas ocasiones, para cnerpos simétricos (con dos
momentos de iuercia principales iguales) en un eamnpo



sravitacioual, puede ser mas conveniciie escoget un ter-
cor sistema, uio que esté rotando con solo uno de sus
ejes rigidanente atido al cuerpo v enincidente con el
cje principal (diferente a los gqne expresan los momen-
tos de inercia ignales) del cuerpo, v con un segundo cje
quet s1é sictapre sobre el plano perpendicular al campo
gravitacional. Eu ese caso, debido a la simetria del cuerpo
se cmnple que ¢l tensor de inercia es constania I' = 0, sin
ciubargo, va la velocidad angular de rotacion del sistema
o coincide con el veetor velocidad angular del cuerpo
en ol sistema rotante Q # &, por tanio las ecuaciones
ded movimiento de ratacidn no presentan la forma de las
conaciones de Euler estdandar.

111. MOVIMIENTO DEL TROMPO

LEntenderemos  por trompo un objelo masivo con
shinetria axial que puede rotar alrededor de un punto
fijo ubicada en =0 eje de shinetria, en presencia de la
eravedad. Debido a la simetria nno de los gjes princi-
pales coincidira con el gje de simetria, gue lamarenios
principal, v los otros dos estaraun en un plano perpendic-
ular a ese cje gue Hamarcinos secundarios. En general el
panio jo no colncide con ¢l centro de 1nasa del trowpo
por tanto al escribir las ecunciones de Enler en el centro
de nasa el torgue generado por la reaceidn en el pun-
to fijo va depender de la dindinica del centro de masa.
Lo mas conveniente os cseribir las ccenaciones de FEuler
con respeelo al punio fijo, en cuvo caso el torque de las
[uerzas inerciales gue aparceen actuando sobre el centro
de masa se hacen corresponder exactamenie a v incre-
mento del momento inercia de los ejes secundarios, v por
tanto las ecnaciones de Buler no cambian de forma. Ello
constitnyve la eseucin del teorema de Steiner.

A. TParametrizando las rotaciones

Para pavinetrizar de forma adecuada ln posicion del
trompo en un instante de tiempo detenminado ia con-
sideramos como una transformacion de votacion desde 1a
posicion donde el cje de simetria es vertical. Debido a la
orlogonalidad unn matriz de rotaciones se puode escribir
comoe b exponente de una matriz anbisinétrica, por tanto
una matriz de rolaciones {en tres dimensiones) {endré la
forina [G)

R(a) =", (16)
donde la direccion de & determina ¢l eje de rotacidn ¥
st magnitud el dAugulo rotado, Haciendo la expansion del
exponencial v considerando las propicedades del prodacto

vectorial la matriz de rotaciones se pnede escribir como

R = it + sen i) — cosaffix)?, (17
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con o = |8 v & = d/e. de donde se puede obtener diree-
tamente,

RTR = (c'w? — (1 = cosa)i x i+ sen 0‘1:.') ». (18)

La cxpresion entre paréntesis del lado dereclio de (18)
corresponde a la velocidad instantdanca de la rotacion 2
el caso en que it sea consiante la velocidad de rotacidn
es 1 = &, como era de esperarse. Sin embargo vemos
que para rotaciones gque van cambiando con el tiempo sn
cje de rotacion la cxpresidn de la velocidad angular se
torna un poce obscura en su interpretacidn, en ese caso
es mas convenicenie escribir la matriz de rotactones como
un producio de rotaciones clementales alrededor de los
ejes eoordenados, en dirceeion de los vectores nnitartos
&; de la forma

R(85;) = %%, (19)

Fn la paramerrizacion de Euler la matriz de rotaciones se
escribe conno el producio de tres rotaciones elementales
dos sobre ol eje &;. wediadas por otra sobre el gje &; de
la forma signiente,

R = R{é8s)R(68,)R(63) = RyRoRs,  (20)

donde f, ¢ ¥ ¢ son lkunados los angulos de Euler. Stern-
pre es posible encontrar los pardamoetros ), de la rotacion
inica exp(aix) equivalente; en funcion de los dAngnlos de
Euler. Parametrizando la direceidn del gje de rotacion de
la rotacidn Gnica comn '

ft = cosnsen pép + sennsen peo + cos pha
v comparando las representaciones matriciales en ambas

parametrizaciones se encuentra que los pardmetros o, p
v en funeidn de tos dangulos de Euler se esariben cowo

YL NLAYN &5 .
COs (3) = cos| g Jeos{ —— ). (21)

_ 0N o+ .
tanp = lan 7 )esel —— (22)
tany = tan (ﬁ—;d— . (23)

Debido al cardcter vectorial de o la transformacion bajo
rotaciones de la matriz (@x) se puede escribir como

RY(Zx)R = (RTSyx =3’ x . (24)
Se Liene entonees, para el producto de la rotacion inversa

con su derivada de la mauriz (20), la siguiente expresion
en funcion de los dngnlos de Buler

RTR = (m +A(RG8) + f,i,(n.;’n,,_:‘é,;)) x  (25)




La expresion entre parentesis del lado derecho corre-
sponde 4 la velocidad ustantdnca de rotacion cn ¢l sis-
tema rotante. En forma explicita esa velocidad se escribe
COIMOo

0 cos W+ qb sen G sen 1

=/

= | —fsent + psenfcosy {26)
LL + q})cos g

En la Figura 1 se da una representacién grafica de los
angulos de Fuler, donde se puede determinar por inspec-
cién la velocidad &' en funcidn de las velocidades angu-
lares asocladas a estos dngulos dada en (26).

Figura 1: Angulos de Euler con sus velocidades respectivas

B. Ecuaciones de movimiento del trompo

Tomando €l sistema de referencia fijo al cuerpo {omi-
tiendo las primas), con el origen en el punto fijo v sus
ejes coordenados paralelos a los ejes principales del cuer-
po, el tensor de inercia es diagonal v sus momentos de
inercia principales I; se ordenan de forma que los ejes se-
cundarios sean los dos primeros y el principal el tercero,
de acuerdo a ello Iy = Iy # I3. El centro de masa se
halla en el eje principal en direccidén éa, a una distancia
I del punto fijo. El campo gravitacional, vertical hacia
abajo. va en la direccién —RTé; desde el sistema fijo al
el cuerpo. Por tanto el torgue de la fuerza gravitacional,
en el centro de masa viene dado por

7= ~hig x mgRTéy = prsen Hcos ey — senpéda) (27)
donde ; = mgh es el torgue maximo.

En forma matricial las ecuaciones de Euler en €l sis-
tema de ejes principales se escriben

1 w T1wn i
7o = we | x| hwe | F| 2w (28)
T3 w3 I3ws Ty

il

e

desarrollando el producto vectorial y considerande la
igualdad de los dos momentos principales secudarios se
tienen las siguientes ecuaciones )

= waws(fs — 1)+ Hwn,
2 = —wywy(ls — 1) + Liwg, (29)
T3 = I:aul);g,. .

Considerando que ¢l torque con respecto al punto fi-
jo es netomente de origen gravitacional {(despreciando
la friceién) entonces 13 = 0 v la lkima de las ecna-
clones anteriores implica que la velocidad angular en la
direccion del eje principal, wy, es constaute. Sumando la
primera ecuacién en {29) con la segunda multiplicada por
el nimero imaginaric 4. se obilene la ecuacidn complejz

T = “'fwwg(fg - Il) + Iqw (3(})

donde 7 = 7 +i19 ¥y w = wy + iwo. Con los valores
de la velocidad y ded torque en funcion de los dngulos de
Euler dados en {26) v (27), se tiene para estas cantidades
complejas

T = psenfe Y, {31)
w="Ne¥ (32}

con
Q= (0 + idsend). (33)

Introduciendo estos valores en (30} v factorizando cl ex-
- ¥
yonencial e ™Y se consigue la ecuacion diferencial
(=]

psend = iQ(geosdly — La) + 11O, (34)
donde Ly = Iywy es el momento angular en la direccidn

del eje principal é3. Para hallar una ecnacidn en funcién
de una sola variable compleja se propone

o= —itan (g) gt (35)

La variable a corresponde a la proyeceion de Riemmian
de un punto de la esfera en el plano, donde la parte real
cs Ia componente on la direccidn &7 v le maginaria en
Ja direccidn &2 (Ver figura 2). Derivande con respecto al
tiempo la expresién anterior obtenemas

a=0acsct (36)

lo que nos permite despejar a 0 ¥ reemplazarlo en la
ecuacion (34) para dar

.2
pa=N(cosh—1) — iLsa+ N (37)
I



dunde en funcion de a la funcion cuseno se piede escribir
oMo

9
1 - |al?

e (38)

cosl =

T.a ecuncidn (37) con la condicidn Ly constante es
equivalente o las ecuaciones de Euler (29) para el trompo
v es la ecuacion diferencial del frompo para la variable
complejn a. Esta ecuacion os la generalizacidn a angulos
mayores, de la conacion del girdscopo dada en balistica
exterior para el caso de provectiles dowde el dngalo ceni-
tal # es pequeiio [4).

- 5
. i -z"‘"':ﬂ'?i N
‘\Qﬂ:foh
il ¢
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Figura 2: Variable ¢ en funcidn de los Angulos 0 ¥ ¢

IV. SOLUCIONES A LA ECUACION DEL
TROMIPPO

La ecnacion (37) es no lineal de segundo orden en a, de
variable compleja no anatitica. Todo esto insinua que su
solucion exacta, para ¢l probleta general; s torna cor-
plicada. 8in embargo para clertos easos particulares se
puede hallar una solncidn exacta v, bajo ciorias aproxi-
maciones, se logra proponer una selucion aproximada que
pnerde contrastarse con el experimento.

A. Precesién Uniforme
Fisicamente se sabe yne existe ima solucion donde ¢l
|

trompo precesa com Angilo cenital 8y fijo v velocidad az-
imnial ¢ constante, esio corresponde al vector rotanie

f .
afl) = —itan (%) ot (39}

Los valores de ¢ permitidos se consiguen introduciendo
asta solucion en la ecuacion (37) para obtener la ecuacion
caracteristica

Iy cos ﬁ.|d')2 — L;;q'j + =) (40)
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Las raices due esta ecunacion son

- Ly /L5 —dplicostly Y (41)

e 21, cos by

correspondiemtes a los casos de precesion rdpida y lenta
respeclivamente.

En el easo de trompo riapide L3 > 4pl,, estas raices
toman los valores q‘;+ 7 Lgf(T) cosfy) para la precesion
répida v ¢ = it/ La para la lenta. En ese limite la pre-
cesion rapida es independiente del momento i, podemos
enlonces asociarla con la precesidn del cuerpo en ausen-
cia de forgues, ¢ con la nutacion. el misino limice la
segnnda raiz os la expresion familiar de 1a precesidn del
trompo, cuandea el punto fijo no coincide con el centro de
masa, dada en cnalguier texto de mecdnica. Aunque la
expresion exacta (41) para la frecuencia de precesidn ¢
no es tan familiar, se puede ver sin dificultad que es el
resultado correcto, partiendo directamente de las ecua-
ciones de movimiento en la forma (12).

Para la precesion uniforme el momento angular rota
con la velocidad angular de precesion, tomando entonees
un sistema rotante alrededor del eje vertical con la veloci-

dad de precesidn ol término L en (12) se anula, quedando

F=¢x L (42)

donde ¢ es la velocidad de precesion y el torque ticne
por magnitud 7 = psenfy. De acoerdo a lo anterior la
magnitud de la velocidad de precesion es

. 15en 8

b= —400% (43)

Lsen{fy — 6.)

donde #; es el angulo enire el momento angular v el eje
&z del irompo.

Figura 3: Plano ceniial del Trompo

Este anpulo usualmente os pequeio (6 proximo a 7) v
para un irompo gue gira rapidamente en primera aprox-
imacion es cero (0 ®) v la velocidad de precesion es en-
tonces @ ~ /Ly, Sin embargo en general, (43) corre-
sponde a

psen fy

(44)

H=
Lasan 6y — L costlhy




donde hemos usado L = Lcoséy, v Ly = Lsendy. Con-
siderando que la componente transversa del momento an-
gular es Ly = Iw, y que la componente transversa de la,
velocidad angular proviene de 1a velocidad de precesidn,
de forma que w; = ¢dsendy. lleganos a la ecuacidn para
la velocidad de precesién

: p
= 45
L3 — &l cos by (49)

que equivale a la ecuacién cuadratica en ¢ dada en (40).

Se podria pensar que la solucién mads general e¢s una
combinacion lincal de estas soluciones; con lo que po-
driamos asociar ¢_ con la velocidad angular de procesion
y qf)+ con la de nutacidn, pero esto ne es posible puesto
que la ecuacion es no lineal, y por tanto una combinacién
lineal de las soluciones ya no es solucidn.

B. Nutaciones de Pequeinia Amplitud

En esta seccién se hallara una solucidon mas general,
aunque aproximada. a la ecuacidn del trompo (37) que
la dada en la seccién anterior. En funcidén de la variable
s definida como

N (46)
a
la ecuacién diferencial {37) se puede rescribir como
Né=—Ns%cos b+ iwslss + p, (47)
la cual corresponde a una ecuacidén no lineal de primer

orden en s, que no es trivial por el hecho que la variable
angular # depende a su vez de la integral de s a través de

8{t} = 2arctan

efr:)sdt1 , (48)

Podemos allanar el problema reemplazando el valor de
# por un valor medio 8y considerando pequeiias oscila-
ciones, entonces la ecuacidn (47) se escribe

$= —cosbyls—idy)(s — Iz'c,z-L), (49)

donde las raices ¢, estdn dadas en (41).

La ecuacién diferencial (49) se resuelve separando vari-
ables e integrando por fracciones parciales para Inego ex-
ponenciar con lo que se obtiene

s =i+ Jeotu, {501

donde
z = F{cos o)t + c. (1)
con ¢ una constante de integraciéon en general compleja.

La parte inmaginaria de ¢ es la cantidad relevante puesto
que su parte real puede ser borrada con una traslacién

b

|

temporal. Teniendo en cuenta que (46) el valor de « se
obtiene tras inbegrar y exponenciar (a0}, para ebtener

o= Ack* = AetH{sen 2y 0 (52)

donde A4 es una constaute de integracién. Salvo una con-
stante, la funcidw sen 2 exponeuciada se conporta como

see Oy

(SGD -'I?) —~ e—?ﬁi‘.(l o e?i:t:}sl):‘ &, : (33)

por tanto ﬁnalmente a se pue(.le escribir CONno
. i see Oy
ilov— 2o
o = (LPC"(” e (1 - Br’.“'j((‘”h U“)“') . (54)

donde a1 v B son constantes arbitrarias. En el limite
en que B — 0 se tiene para « la solucidn de precesion
lenta, en el caso en que B — oo {con a8 {inito) se le-
ga a la solucion de precesion rapida. Expanuentalncute
Ia precesidn es de menor frecuencia que la nutacion, por
lo tanto las solucién para nutaciones de pequenas an-
plitudes corresponde a {54) con |B| <« 1. Haciendo la
aproximacién binowmial del término entre parentesis en
{54} se tiene

Q= apclw,,f. + a“C'L(J” oy )t (35)
con la,| < |a,}. donde las frecuencias w, y w, correspon-
den a las frecucnciag de precesion y nutacion del trompo,

v estan cadas por

wp === d_, (56)

wy = 20 cos by = (o — Bd_)coshy (57)

En el limite 8y = 7 /2 se obtiene w, = pufLs y w, = Lg /11
El valor de 8y estd relacionado con las amplitudes a,, v
ap por la raiz del promedio temporal de |a}?,

a
tan _éfl = \jol+af {(58)

La figura 4 es uma representacion grafica de la solucidn
dada en {55).

o~

h

o
1

Figura 4: Representacién grafica de Ia solucidn



C. Modelando la friccién

Para dar cuenia de la friceidn consideraremos, en
prinera aproximacién, gue el torque asociade depende
lincalmenic de la velocidad angular, 77 = ~C3, donde
C es en general un tensor de rango dos. Por la simetria
del problemna ¢l sisteina propio del tensor de coelicienie
de friceidn debe ser dingonal en el sisteinacde cjes propios
del cuerpo,

T-('” = - C-',-w,— (59)

!
de tal forma que los coelicientes asociados a los primeros
dos gjes son ignales y, en principio mayores al del tercero:
Cir=Cy > Ca.

De la tereera eenacidn en (29, con el torgue de friceion
dado en {59), vemos que Ja rata de cambio de la veloci-
dad augnlar ws es negativa y proporcional o la misma
velocidad. por tanto decae exponrcucialmente como

wy(t) = rz""‘w;;((J)

donrle = = Cafly es el inverso del tiempo de rela-
jacion para la velocidad angular wa. En la aproximacion
adiabatica donde el tiempo de relajacidn es muy pequeno
con respecto al periodo de rotacién, Cy € Lg, podemos
considerar que para ticmpos cortos la velocidad angular
en la direceion del eje del trompo es practicamentc con-
stande, ¥ la solucidn al movimicnto cs la misina gque para
el movimienio no amortiguado con la dependencia del
momento angukar con ¢l tiempo La(f) = 77" La(0).

Adicional al efecto de frenado de la velocidad de
rotacion hemaos de considerar ¢l efecto Magnus, que con-
siste basicmnentce en la fuerza procducida por una difer-
encia de presiones en la superficie de un cuerpo rotanic
cuando el cuerpo se traslada en i medio viscoso. Esta
fuerza es proporcional al producto vectorial entre las ve-
locidades de traslacion v rotaciou. En ol caso del trompo
Ia velocidad angular esta principalinente dada por In com-
poanente en la divreceidn del eje principal, wy. en tanto que
la velocidad del centro de masa, con respecto al punto fi-
jo. es proporcional a @) ¥ &3, por tanto Ia fuerza Magnus
as proporcional a &y x (D) » &4). Suponiendo que la linea
de arcion de esta fuerza pasa por el ¢je del trompo forque
de la fuerza Magnns se escribe

FM = P(eax) @y xSy) = Dy x D1 (60)

donele 12 cs una cantidad positiva gue ilene unidades de
mowmento de inercia, gue depende de la geometria del
trompo ¥ que en principio consideraremos constante. 151
torque complejo 7 = 7y 4-i7a, debido a la friccion transver-
sa v al efecto Maguns s escribe

7= (iDwq — €. (61}

Considerando las expresién (32) se tiene la adicidn de
astos torques al gravitacional (31), en la ccuacion del
girdseopo {37), se pueden llevar a cabo con el reemplazo

jr— ji 4+ (iDwy — C )N ese §

teniendo en cuenia (36), observamos que ese cambio os
equivaleme al reemplazo

Ly — La{l1 4 D/I3) +iCy

en {37). Bl coeficienie D, gque da cuemta del efecto mag-
nus, s¢ puede interpretar como un aumento del momento
de inercia con respecio al gje principal, debido al arras-
tre del aire atrededor del trompo. Por otro lado puesio
que el valor de L3 estd involucrado en las frecuencias
de nuiacién v precesion, el coeficiente €y, gue pucde
ser interpretado como un momemno angular inmaginario,
estd relacionado con la amortignacion de las ampliindes
de precesion ¥ nutacion. Considerando rotaciones rapidas
L3 3 €| tenemos entonces gue las magnitudes o, v oq,
en (55), cambian aproximadamente como

R
ap — &' ay,

ay — ¢ Thay,

donde para rotaciones rapidas (L3 > puly} v = pC1 /15
v 4n = C/I. Algo notable es gue el signo de ~, de-
pende del de g, por tanto la amplitud de la precesion
crecera en Lanto p sea positivo, v decrecera si g es nega-
tivo. Tammbien notamos que 7, depende inversainente del
momento angnlar Ly por ianio la amplitud «, se hace
casi constante para granees valores de este. Por otro la-
do la amplitud de la nutacion es siempre decreciente y
el tiempo de relajacion 1/, es practicamente indepen-
diente de las condiciones cinematicas del trompo. Puesto
gque L3 > pli, entonces 7, 3 Iyl ello significa que
para rotaciones rapidas la nulacién se extingue mucho
aules que la amplitud de la precesion camnbic significati-
vament.e.

Dado que el momento angular Ly estd variando con el
tiempo las frecuencias de precesidn v nutacién tambien
lo estan haciendo en forma aproximada como

t
wy — cw,

Finahnente, considerando la friccién el movimiento del
trompo queda deserito aceptablemente como

o et — ; = o
"N = (,T)”‘T,,f”m,.n i +u,e ‘p.f“:(u,,c bawpe” ' )t (62)

V. MONTAIJE EXPERIMENTAL

En esta seceion mostraremmos los resuliados que sc ob-
tuvicron al experitientar con un girdscopo arca Pasco
ME 8960. Este aparato consiste en nn disco de 1.755 kg
masa, con un radio de 12.7 cm y nn grueso de 2.0 em,
el cual puede rotar alrededor de un gje con poca fricecion
que a su vez puede orientarse en cualquier direccidn az-
nnutal, en el rango de 40° a 130° con respecto al cenit.




El ¢je orlentable posee v puutoe fijo a 12.7 et del disco,
que esta pivotado, a 30.7 cm del suelo sobre una barra
vertical, La barra vertical estd clavada en el confro de
una base de fuudicién de hierro en forma de A, y puede
rotar alrededor de su eje. En el otro extremo del eje ori-
entable, opuesto al disco, se pueden colocar contrapesos
para variar la ubicacién del centro de masa.

Figura 5: Giroscopio

Colocando un apuntador laser en la hicectriz del angulo
formado por el eje orientable del disco y la barra vertical
es posible obtener una representacion observable del vec-
tor a en el punto donde la luz laser choca con el suelo. El
plano complejo en el cual se ubica el vector a corresponde
al horizoutal. Lo anterior se consiguid con una estructura
simple de alambre galvanizade calibre 12 en forma de
cuadrilatero equilatero, de dangulo variable, donde dos la-
dos adyacentes coinciden con los ejes, vertical y orientahle
del giroscopo. El apuntador se colocd sobre la diagonal
que biceca esos lados. Inicialmente se colocaron los con-
trapesos en el eje del disco de tal forma que el centro de
masa quedara ubicado do justo en ¢l punto de pivoie del
¢je orieutable. Posterioriente se coloed nn coutrapeso de
masa 151.48 gm en uno de los extremos del eje orientable.
Se hicieron experimentos con el contrapeso adelante del
disco a 21.0 cim del punto de pivote, y luego con €l con-
trapeso atras del disco a 34.5 e del punto de pivote. El
valor de la masa del contrapeso multiplicadeo por la dis-
tancia al punto de pivote y por el valor de la gravedad da
cuenta efectiva del torque maximo p al que es sometido
cl girdscopo. El disco se puso a rotar alrededor del cje
orientable a distintas velocidades. Se tomaron fotos de la
trayectoria del punto de lux en el piso con una camara
digital con control de tiempo de abertura. Para nuestro
¢as0 se hicieron exposiciones de 15 s y 30 s,

Las Figuras 6 y 8 muestran las fotos de dos situaciones
diferentes del trazo laser en el movimiento del girdscopo
con el coutrapeso atras v adelante respectivainente,

Las gréficas en las Figuras 7 y 9 muestyau la solucion
(62) con valores de los pardmetros an, tp, Y. 7 In Wa
y wp. gue se ajusian a las trayectorias mostradas en las
fotos mostradas en las figuras 6 v &.

En principio de las folos es posible determinar con rel-

Figmra 6: Traze lasar cu ol girdscopo con condrapeso atrds

R

Figura 7: Ajuste de la ecuacion del trompo de la foto dada
en la Figura 6 con a,=48, a,=0. %,=—-0.005 w,. v,=0.065s,.
v=0.0013w,,, wp=—14.%, vy w,=0.5983 g7,

ativa precision las frecuencias de precesion v de nutacidu.
los pardametiros de amortiguamiento ¥ ¢l angulo de incli-
nacidn del cje del disco. Stn enbargo de los registros fo-
tograficos no os posible determinar directamnente la com-
ponente de b velocidad dngular de rolacidn wy. Para ello
se puede liacer uso de un crondmetro controlado con fuio
puertas, que junto con las lolos s¢ obticne una informa-
cidm completa del movimiento del girdseopo.

VI, CONCLUSIONES

En la primera parte hemos mosirado la equivalencia
de las formulaciones de la ecuacién de Euler en los sis-
temas rotantc y no rotante, aunque la expresién de ia
couacion es identica la interpretacion tisica dificre con-
siderablemente. Escribiiwos la cecuacion de Euler para ol
caso particnlar en que ¢l cucrpo rigido posee das valores
iguales de momentos de inercia principales. y el cuerpo se
tueve con un punto fijo ubicado en ¢l tereer eje princi-
pal. La ecnacién vectorial se redujo a una ecuacion difer-
encial no lineal de una sola variable compleja. 5S¢ sehu-
ciond esta ecuacion haciendo la aproximacion de mod-
ulo constaute. La solucion Lallada consistio en la stua
de dos vectores rotantes en e plano complejo. El vector
de mayor magnitud rota a velocidad angular menor y ¢l
mener longitnd lo hace a wma velocidad mayor. La veloci-
dad de precesion correspoude a ia velocidad de rotacion
del vector de mayor magnitud, en tanto que ka velocidacd



Figura & Trazo laser on ol givdscopo con coutrapeso adelante
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Figura 90 Ajuste de la couacion del trompo de la folo
dada en la Figura 8 con a,=50.0. a,=7.5, 5,=0.012w,.
o =0.02e, 7 =0.00006. w,=4.T8w, v u,=0.8028 s7*.
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de mmitacion corresponde a e diferencia de la velocidades
de los dos vectores. De forina aproximada s¢ introdu-

jo la friecidn en el moavinienie y se halld una solicidn

aceptable de movimiento real del trompe. La solucidn se
constrastd con el experimento usando un girdscopo com-
ercial adaptandole win apuntador laser lo cual permiie
visnalizar el movimicuto del girdscopo proyvectado cn el
plano horizontal. Es posible visualizar la trayectoria del
puinto laser enel piso usaundo una chinara fotografica con
ticmpo de apertura comrolable. De registros fotograficos
s¢ piiede determinar camtidades como las frecuencias de
precesidn v nutacidn v el Angule cenital. Eun conclusion
el modelo coincide apreciablemente con el experimento
en primera aproximacion, Io cnal se puede apreciar en
el buen ajusie de los pardmetros de la solucidén con las
trayectorias trazadas por el punto laser.
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